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פתרונות

ויסלטר עמי ד”ר מתרגל:

חיפה אוניברסיטת למתמטיקה, החוג

ערכם: את וחשבו קיימים הבאים שהגבולות הוכיחו .1
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∞
n=0 של חלקיים גבולות L,M ש- נתון אחד, מצד הכללית: הטענה הוכחת

לפחות עם {mk : k ∈ N} של החיתוך .M או L הוא שלה שהגבול נוכיח .(an)
∞
n=0 של מתכנסת תת-סדרה

אינסופית. {mk : k ∈ N} ו- N הוא איחודן שכן אינסופי, {n′
k : k ∈ N} ,{nk : k ∈ N} מהקבוצות אחת

יש (amk
)∞k=0 ו- (ank

)∞k=0 שלתתי-הסדרות הדבר פירוש אינסופי, {nk : k ∈ N} עם חיתוכה למשל, אם,

ש- וכיוון (משפט); L ל- היא אף מתכנסת תת-סדרה אותה ,limk→∞ ank
= L ש- כיוון משותפת. תת-סדרה

ל- מתכנסת (amk
)∞k=0 לסיכום, משפט). (אותו גבול לאותו מתכנסת שלה תת-סדרה כל מתכנסת, (amk

)∞k=0

.L

ו- limn→∞ a2n = 0 לכן, .n ∈ N לכל a2n+1 = 2 − 1
2n+1
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(2n+1)2

ב: סעיף פתרון

החלקיים הגבולות קבוצת הזוגיים}, ∪{הטבעיים האי-זוגיים} {הטבעיים = N ו- הואיל .limn→∞ a2n+1 = 2

הכללית. הטענה לפי {0, 2} היא הסדרה של
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∞
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(n′
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∞
k=0 := (2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, . . .) ו- nk := k2 ע”י: ,(n′

k)
∞
k=0 ו- (nk)

∞
k=0 אינדקסים, סדרות שתי נגדיר פתרון:
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= 1

(nk+1)2
,k ∈ N לכל הנתון, לפי השלמים). מהריבועים חוץ הסדר לפי הטבעיים (המספרים

.(limk→∞ nk = limk→∞ n′
k = ∞ (כי limk→∞ an′

k
= 2 ו- limk→∞ ank

= 0 לפיכך, .an′
k
= 2− 1

n′
k

הטענה לפי {0, 2} היא הסדרה של החלקיים הגבולות קבוצת ,{nk : k ∈ N}∪{n′
k : k ∈ N} = N ו- הואיל

הכללית.
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.k ∈ N לכל |ank
− L| ≥ ε0 ש- כך (ank

)∞k=0 ותת-סדרה ε0 > 0 שקיימים נניח מספר. L ו- סדרה (an)
∞
n=0 יהיו .6

.L ל- מתכנסת לא (an)
∞
n=0 כי הוכיחו

,n > N שלכל כך N ∈ N קיים היה הגבול, הגדרת שלפי הרי ,L ל- מתכנסת הייתה (an)
∞
n=0 אילו פתרון:

,(∞ ל- שואפת (nk)
∞
k=0 האינדקסים סדרת (כי nk > N ש- כך k ∈ N קיים N ∈ N לכל אבל .|an − L| < ε0

.L ל- מתכנסת לא (an)
∞
n=0 לכן, סתירה. ,|ank

− L| < ε0 ש- נכון לא כלומר, הנתון, לפי |ank
− L| ≥ ε0 ולכן

מספרים אינסוף קיימים ε > 0 לכל ⇐⇒ (an)
∞
n=0 של חלקי גבול L ש- הוכיחו מספר. L ו- סדרה (an)

∞
n=0 יהיו .7

.|an − L| < ε ש- כך בסדרה) (מקומות n ∈ N
יהי .L ל- שמתכנסת (an)

∞
n=0 של תת-סדרה (ank

)∞k=0 תהי .(an)
∞
n=0 של חלקי גבול L ש- נניח ( ⇐= ) פתרון:

האינדקסים סדרת כי אינסופית {nk : k > k0} הקבוצה .|ank
− L| < ε ,k > k0 שלכל כך k0 קיים .ε > 0

.|an − L| < ε מתקיים זו בקבוצה n ולכל ממש, עולה (nk)
∞
k=0

נגדיר .|an − L| < ε ש- כך בסדרה) (מקומות n ∈ N מספרים אינסוף קיימים ε > 0 שלכל נניח ( =⇒ )

,n0 < n1 < . . . < nk−1 את שהגדרנו נניח ,1 ≤ k ∈ N עבור .n0 := 0 יהי רקורסיבית. (ank
)∞k=0 תת-סדרה

נמצא בפרט, .|an − L| < 1
k
ש- כך n-ים אינסוף קיימים .ε := 1

k
עם בנתון נשתמש כדלקמן: nk את ונגדיר

טבעיים), מספרים של ממש עולה סדרה =) אינדקסים סדרת קיבלנו לסיכום, .|ank
− L| < 1

k
ש- כך nk−1 < nk

ממשפט נסיק ,limk→∞
1
k
= 0 ש- כיוון .(0 ≤) |ank

− L| < 1
k
מתקיים 1 ≤ k ∈ N שלכל כך ,(nk)

∞
k=0

שהסדרה שקול: לאפס, מתכנסת (ank
− L)∞k=0 שהסדרה שקול: לאפס, מתכנסת (|ank

− L|)∞k=0 שהסדרה הכריך

כדרוש. ,(an)
∞
n=0 של חלקי גבול L לכך, אי .L ל- מתכנסת (ank

)∞k=0

.∞ ל- שמתכנסת תת-סדרה לה יש ⇐⇒ מלעיל חסומה אינה שסדרה הוכיחו .8

סדרה. (an)
∞
n=0 תהי פתרון:

גם וודאי ולכן מלעיל, חסומה לא (ank
)∞k=0 אז ,∞ ל- שמתכנסת (an)

∞
n=0 של תת-סדרה (ank

)∞k=0 אם ( =⇒ )

מלעיל. חסומה אינה (an)
∞
n=0

עבור .n0 := 0 יהי רקורסיבית. (ank
)∞k=0 תת-סדרה נגדיר מלעיל. חסומה אינה (an)

∞
n=0 ש- נניח ( ⇐= )

אינה (an)
∞
n=0 ו- הואיל כדלקמן: nk את ונגדיר ,n0 < n1 < . . . < nk−1 את שהגדרנו נניח ,1 ≤ k ∈ N

אז .nk ב- אותו ונסמן כזה n נבחר .an > max
{
a0, a1, . . . , ank−1

, k
}
ש- כך n ∈ N ישנו מלעיל, חסומה

עולה סדרה =) אינדקסים סדרת קיבלנו לסיכום: .ank
≥ k ו- ,nk > nk−1 כלומר: ,nk /∈ {0, 1, . . . , nk−1}

מ- נובע ,limk→∞ k = ∞ ו- הואיל .ank
≥ k מתקיים k ∈ N שלכל כך ,(nk)

∞
k=0 טבעיים), מספרים של ממש

.∞ ל- שמתכנסת (an)
∞
n=0 של תת-סדרה מצאנו לסיכום, .limk→∞ ank

= ∞ שגם הפיצה“ ∞⋂”משפט
n=0 (an, bn) = ∅ אבל ,n ∈ N לכל an < bn ש- כך (bn)

∞
n=0 יורדת וסדרה (an)

∞
n=0 עולה סדרה מצאו .9

קנטור? למת עם מתיישב זה כיצד ריק). החיתוך (כלומר,

לכל an < bn ו- יורדת, (bn)
∞
n=0 ו- עולה (an)

∞
n=0 אז .1 ≤ n ∈ N לכל bn := 1

n
ו- an := 0 נגדיר פתרון:

ישנו ארכימדס, אכסיומת לפי ולכן, ,0 < x אז ,x ∈
⋂∞

n=0 (an, bn) אם כי ,
⋂∞

n=0 (an, bn) = ∅ בנוסף, .n ∈ N
סתירה. ,x /∈ (an, bn) ולכן ,

1
n
< x ש- כך 1 ≤ n ∈ N

.[an, bn] סגורים, בקטעים עוסקת קנטור למת כי קנטור, למת עם מתיישבת הדוגמא
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