פתרון נומרי של משוואות דיפרנציאליות רגילות
   בעיית פתרון משוואות דיפרנציאליות הוא למצוא את ה-y(x) המקים את המשוואה שצורתה 

y'(x)= f(x,y(x))

המשוואה הזו היא יותר כללית מאשר אינטגרציה נומרית, שבה אפשר (בהינתן ערך של פונקצית האינטגרל בנקודה) לקרב ערך של פונקצית אינטגרל בנקודה, בכך ש-f יכולה להיות מבוטאת גם כפונקציה של y.
יש דרכים אנליטיות להתמודד עם הבעיה, אך הם פותרים רק חלק מסוים מאד של המשוואות האפשריות.  חוץ מזה, כמו באינטגרל מסוים, שום דבר לא מבטיח שלמשוואה כזו יש פתרון שניתן לביטוי ע"י צירוף סופי של פונקציות אלמנטריות.
שיטת אוילר
שיטת אוילר מסתמך על חישוב פונקצית האינטגרל על אינטרוולים קטנים.  הוא מחייב שיהיה נתון הערכה y0 של ערך פונקצית האינטגרל בנקודה x0 כלומר y0 =  y(x0).  הרעיון של שיטת אוילר מבוסס על הגדרת הנגזרת
y'(t) ≈ (y(t+h) – y(t))/h

ולפיכך 
f(x,y0) ≈ (y(x0+h) – y(x0))/h

או
y(x0+h) ≈ y(x0) + h f(x,y0)

וזה מוביל לנוסחה של השיטה
yk+1 = yk + h f(xk,yk)

xk = x0 + hk
k = 0, 1, 2, …., 
זה יתן לנו קרוב לסדרה של ערכים של פונקצית האינטגרל {yk} בנקודות ידועות {xk}.  ערכי ביניים של הפונקציה יכולים להיחשב ע"י אחת משיטות האינטרפולציה למשל spline לינארי או ריבועי.
לדוגמא, נניח
y' = -2xy2            (1)
אזי
yk+1 = yk - 2 h xkyk2
xk = x0 + hk

k = 0, 1, 2, …., 

בהינתן y0.  למשוואה (1) יש פתרון מדויק:
y = 1/(x2 +1)

אם ניקח כ-y0 = 1.0 (הערך המדויק) ו- h=0.1  נקבל:
i       xk                If(xk)           yk

0,   0.000000,    1.000000     1.000000
1,   0.100000,    0.990099     0.980000
2,   0.200000,    0.961538     0.941584
3,   0.300000,    0.917431     0.888389
4,   0.400000,    0.862069     0.825250
5,   0.500000,    0.800000     0.757147
6,   0.600000,    0.735294     0.688354
7,   0.700000,    0.671141     0.622018
8,   0.800000,    0.609756     0.560113
9,   0.900000,    0.552486     0.503642
השיטה גם עובדת כלפי מטה כלומר:
y'(t) ≈ (y(t) – y(t-h))/h

ולפיכך 
f(x,y0) ≈ (y(x0) – y(x0-h))/h

או

y(x0-h) ≈ y(x0) - h f(x,y0)

וזה מוביל לנוסחה:
yk+1 = yk - h f(xk,yk)

xk = x0 - hk

k = 0, 1, 2, …., 

קוד C
הרוטינה הבא מחשבת את הנקודות לתוך מערך שכתובתו מועבר כפרמטר:
void euler(long double (*f)(long double, long double), 
                    long  double x0, long double y0, 
                             long double h, long double yk[], int n)
{
  int i;
  for(i=0; i < n; i++)
  {
   yk[i] = y0; 
   x0 = x0 + h;
   y0 = y0 + h*(*f)(x0,y0);
  } /* for */
} /* euler */
שיטות משתמעות
  שיטת אוילר הפשוטה היא שיטה מפורשת explicit.   הערך של yn+1 משתמעת בצורה מפורשת בנוסחה ובהינתן yn ניתן לחשב ישירות את yn+1.

לפעמים אפשר לקבל דיוקים טובים יותר בעזרת נוסחאות דומות שבהם yn+1 אינו משתמע בצורה מפורשת אלא מגדיר משוואה לא לינארית בנעלם אחד,  שאותו אפשר לפתור בשיטה איטרטיבית (ניוטון – רפסון למשל).  המחיר של הדיוק הזה יהיה שחישוב כל איטרציה יהיה, כמובן, יקר ובלתי צפוי הרבה יותר מהשיטה המפורשת.  יחד עם זה ה"מחיר" הזה לא צריך להרתיע יותר מדי: יש לנו קירוב טוב ל- yn+1 שהוא לא אחר מאשר yn+hf(xn,yn), סביר להניח שתהיה התכנסות והתכנסות מהירה לערך הנכון. 
היתרון של שיטות משתמעות על פני שיטות מפורשות שבעוד שיטות מפורשות יש להן נטייה לצבור אי דיוקים בעוד ששיטות משתמעות יש להן נטייה, עד גבול מסוים, לקזז מקומית את אי דיוק.  משום כך קוראים להם predictor – corrector methods.
בתור דוגמא לשיטה משתמעת נראה את שיטת איולר ההפוכה:

מתוך הנוסחה

y'(t) ≈ (y(t) – y(t-h))/h

או

f(tn+1, yn+1) ≈ (yn+1 – yn)/h

או

yn+1 ≈ yn + h f(tn+1, yn+1)

זוהי משוואה לא לינארית (בדרך כלל) שאם yn ידוע אזי הנעלם היחיד הוא yn+1. 
לדוגמא, אם y' = -2xy2  משוואה שהפתרון שלה הוא y= 1/(1+x2).

אזי המשוואה האמורה תהיה

yn+1 ≈ yn -2 h tn+1 y2n+1
במקרה הזה, בהנתן yn, tn ו-h, מחלצים את yn+1 ע"י מציאת שורש של המשוואה
y - yn -2 h tn+1 y2 = 0
אם למשל משתמשים בניוטון – רפסון, ניקח בתוא y0 את + h f(tn, yn) yn ונחשב את yk לפי הנוסחה 
yk+1 = yk –( (yk - yn -2 h tn+1 y2k)/(1 – 4h  tn+1  yk))
קוד C
 הקוד כאן הוא מורכב יותר מקוד אוילר המפורש.

double back_euler_formula(long double yn, long double h, 
                 long double f, long double yn1)
{
  return (yn1 - yn - h*f);
} //back_euler_formula
double back_euler_formula_deriv(long double fdy, long double h)

{
  return (1.0 - h*fdy);
} //back_euler_formula
void back_euler(long double (*f)(long double, long double), 
             long double (*fdy)(long double, long double),
                    long  double x0, long double y0, 
                             long double h, int n, 
                               long double yn[])
{
  long double eps, d0, f0, fdy0, t, frac, objf;
  int i;
   yn[0] = y0;
   t = x0+h;
  for(i=1; i < n; i++)
  {
   eps = yn[i-1]/1000000000000;
   yn[i] = yn[i-1]+ h*(*f)(t,yn[i-1]); /* Initial estimate */
   /* newton method */
   do {
     f0 = (*f)(t,yn[i]);
     fdy0 = (*fdy)(t,yn[i]);
     objf = back_euler_formula(yn[i-1],h, f0, yn[i]);
     frac = objf/back_euler_formula_deriv(fdy0, h);
     yn[i] = yn[i] - frac;
    } while (fabsl(objf) > eps);
   t  = t + h;
  } /* for */
} /* back_euler */
כאן fdy* הוא פוינטר לפונקציה לנגזרת החלקית של f לפי y.
עבור 
y' = -2xy2           

והפתרון המדויק 

y = 1/(x2 +1)

עם  כ-y0 = 1.0 (הערך המדויק) ו- h=0.1 נקבל 

i       xk                If(xk)           yk
0,   0.000000,    1.000000     1.000000
1,   0.100000,    0.990099     0.980762
2,   0.200000,    0.961538     0.945038
3,   0.300000,    0.917431     0.896785
4,   0.400000,    0.862069     0.840297
5,   0.500000,    0.800000     0.779530
6,   0.600000,    0.735294     0.717716

7,   0.700000,    0.671141     0.657241
8,   0.800000,    0.609756     0.599699
9,   0.900000,    0.552486     0.546032
אם נשווה בין שתי השיטות

i       xk                If(xk)         yk explict      yk implicit
0,   0.000000,    1.000000     1.000000       1.000000        
1,   0.100000,    0.990099     0.980000       0.980762
2,   0.200000,    0.961538     0.941584       0.945038
3,   0.300000,    0.917431     0.888389       0.896785
4,   0.400000,    0.862069     0.825250       0.840297
5,   0.500000,    0.800000     0.757147       0.779530
6,   0.600000,    0.735294     0.688354       0.717716 
7,   0.700000,    0.671141     0.622018       0.657241
8,   0.800000,    0.609756     0.560113       0.599699
9,   0.900000,    0.552486     0.503642       0.546032

אנחנו רואים שהשיטה המשתמעת לא רק יותר קרובה לערכים הנכונים אלא גם די שומרת על דיוק יחסי בעוד שבשיטה המפורשת האי דיוק גדל ככל שמתרחקים מנקודת ההתחלה.
יש לזכור שהדיוק שקיבלנו הוא לא רע אם מביאים בחשבון שלקחנו h=0.1 גדול יחסית.

שיטות רב נקודתיות
בהינתן 2 צמתים (tn-1,yn-1) ו- (tn,yn) נוכל להעביר קו ישר שיקרב את הנגזרת y’ 
y’ – f(tn,yn) = ((f(tn,yn) – f(tn-1,yn-1))/( tn – tn-1))(t – tn)

או

y’ = f(tn,yn) + ((f(tn,yn) – f(tn-1,yn-1))/( tn – tn-1))(t – tn)

על הקירוב הזה אפשר  לעשות אינטגרציה לפי t, על הקטע  (tn+1, tn) לפיכך:
yn+1 = yn + I(t, tn, tn+1) =   
 yn + f(tn,yn) (tn+1 – tn) + 

     ((f(tn,yn) – f(tn-1,yn-1))/( tn – tn-1))(1/2)[(tn+1 – tn)2 – (tn –tn)2] =
   = yn + f(tn,yn)h + (1/2) ((f(tn,yn) – f(tn-1,yn-1))h  =

      =  yn+  ((3/2) (f(tn,yn) - (1/2) f(tn-1,yn-1))h  
או
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באופן כללי, ניתן לבנות שיטה של k נקודות ע"י חישוב פולינום אינטרפולציה p(t) עבור הפונקציה f(t,y) העובר בנקודות

 {(tn-k+1, f(tn-k+1,yn-k+1)),  (tn-k, f(tn-k,yn-k)),  …   (tn, f(tn,yn))}

ולחשב את yn+1 לפי הנוסחה
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עבור k = 2 נקבל
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עבור k = 3 נקבל
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עבור k כללי הנוסחאות הם 

s = k-1
yn+1 = yn + h( b0 f(tn, yn) + b1 f(tn-1, yn-1)+  ...  + bs f(tn-s, yn-s))
או 
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כאשר
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הנוסחאות הללו נקראות נוסחאות Adams-Bashforth. הנוסאות הללו הן נוסחאות מפורשות explicit.
קיימת מערכת נוסחאות משתמעות implicit המושגות בצורה דומה לנוסחאות המפורשות ושיטת אוילר ההפוכה.  הנוסחאות נקראות נוסחאות Adams – Moulton. הנוסחאות הן:
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כאשר
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המקרים הראשונים הם 
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ו-
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מימוש ב-C של שיטת Adams-Bashforth הראשונה
void adams(long double (*f)(long double, long double), 
                    long  double x0, long double y0,
                        long  double x1, long double y1, 
                             long double h, long double yk[], int n)

{
  int i;
  long double yn, xn, xn1;  
  yk[0] = y0;
  yk[1] = y1;
  xn1 = x0;
  xn = x1; 
  for(i=1; i < n; i++)
  {
   yk[i+1] = yk[i] + h*((1.5*(*f)(xn,yk[i]))- (0.5*(*f)(xn1,yk[i-1])));
   xn1 = xn;
   xn = xn + h; 
  } /* for */
} /* adams */
פלט ריצה עבור הדוגמא  f(x,y) = -2xy:

i       xk         If(xk)         yk

0,   0.000000,    1.000000     1.000000
1,   0.100000,    0.990099     0.990099
2,   0.200000,    0.961538     0.960690
3,   0.300000,    0.917431     0.915118
4,   0.400000,    0.862069     0.858206
5,   0.500000,    0.800000     0.794947
6,   0.600000,    0.735294     0.729617
7,   0.700000,    0.671141     0.665393

8,   0.800000,    0.609756     0.604356
9,   0.900000,    0.552486     0.547689
התוצאות המתקבלות יותר טובות משיטת אוילר המשתמעת, אם כי עדיין יש הצטברות שגיאות.

שיטות runge-kutta
שיטות runge-kutta  הם שיטות המשכללות למעשה את שיטת אוילר.  אם בשיטת אוילר
yn+1 = yn +h f(tn,yn)

מה שבעצם אנחנו עושים כאן הוא שאנחנו מניחים שהשיפוע של הפונקציה לאורך הקטע באורך h בעצם נשאר קבוע ושווה לשיפוע בנקודה yn.  שיטות runge-kutta מנסות להקרב את השתנות השיפוע בעזרת s מספרים המחושבים לאורך הקטע.  בכדי להגיע לשיטת runge-kutta  עליך לבחור שלם  s וכן מקדמים aij המקיימים:
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חישוב המקדמים הללו נעשה לפי ניתוחים שונים ומורכבים ולא ניכנס להם כאן.
נתאר את שיטת runge-kutta הקלאסית הנקראת RK4:
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כאשר

[image: image17.png]k1 = f(tn,Yn)




[image: image18.png]h h
k;:f(tn t bt Eh)




[image: image19.png]h h
k‘;:f(tn t bt 5k2>




[image: image20.png][ty + h,y, + hk3)




האינטואציה מאחורי הנוסחאות הללו הם ש-k1 הוא השיפוע של הפונקציה y בנקודה yn, k2 הוא קירוב ראשון לשיפוע בנקודת האמצע, k3 הוא קירוב שני לשיפוע בנקודת האמצע, ו-k4 הוא קירוב לשיפוע בנקודה yn+1 , כאשר הערך של yn+1 מחושב כממוצע משוקלל של השיפועים הללו, כאשר משקל גדול יחסית ניתן לקירובי השיפוע בנקודת האמצע.
שיטת RK4 בקוד C
void rk4(long double (*f)(long double, long double), 
                    long  double x0, long double y0, 
                             long double h, long double yk[], int n)
{
  int i;
  long double k1, k2, k3, k4;
  long double tn, yn;
  tn = x0;
  yn = y0;
  yk[0] = y0; 
  for(i=1; i < n; i++)
  {
   k1 = f(tn, yn);
   k2 = f(tn+h/2.0, yn+ h*k1/2.0);
   k3 = f(tn+h/2.0, yn+ h*k2/2.0);
   k4 = f(tn+h, yn+ h*k3);
   tn = tn + h;
   yn = yk[i] = yn + h*(k1 + 2*k2 + 2*k3 +k4)/6.0;
  } /* for */
} /* rk4 */
אם נריץ את השיטה על הדוגמא הקודמת נקבל דיוק מפתיע למדי:

i       xk         If(xk)         yk
0,   0.000000,    1.000000     1.000000
1,   0.100000,    0.990099     0.990099
2,   0.200000,    0.961538     0.961538
3,   0.300000,    0.917431     0.917431
4,   0.400000,    0.862069     0.862068
5,   0.500000,    0.800000     0.799999
6,   0.600000,    0.735294     0.735294
7,   0.700000,    0.671141     0.671141
8,   0.800000,    0.609756     0.609756
9,   0.900000,    0.552486     0.552487
