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תרגיל 1 –שגיאות, יציבות נומרית ומודל המחשב

שגיאות (הגדרה)

אם 
[image: image1.wmf]*
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 הנו קירוב למספר מדויק x, השגיאה המוחלטת מוגדרת כ- 
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והשגיאה היחסית כ- 
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. אם שגיאה יחסית קטנה בהרבה מ- 1, ניתן לקרב: 
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הערה: אם שגיאה יחסית אינה קטנה בהרבה מ- 1, אין שום משמעות לקירוב זה; באותה מידה אפשר לקרב כל מספר ע"י אפס (בלי להתאמץ יותר מדי) עם שגיאה יחסית שווה בדיוק לאחד.

דוגמה: אורך החודש (טווח הזמן בין שני מולדי הירח) הממוצע המופיע במקורות חז"ל הנו 29 ימים, 12 שעות, 44 דקות וחלק אחד (חלק=1/18 של דקה). האורך הממוצע "המדויק" (אורך החודש משתנה בצורה מסובכת מאד) הידוע היום הנו 29 ימים, 12 שעות, 44 דקות ו- 2.78 שניות. מהי שגיאה מוחלטת ושגיאה יחסית המופיעה במקורות חז"ל?

פתרון: 
[image: image5.wmf]sec
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הערה: אורך החודש הממוצע משתנה בערך בחצי שניה כל אלפיים שנה.

יציבות נומרית. דוגמה.

גילוי התופעה

מעונינים לחשב אינטגרלים 
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. כדי לחשב את In במדויק יש לבצע אינטגרציה בחלקים n פעמים. נבנה נוסחה רקורסיבית:
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 וגם  
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ברור שלכל n האינטגרל In חיובי (כי פונקציה 
[image: image10.wmf])
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 חיובית בקטע 
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 פרט לנקודה אחת) והסדרה 
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 הנה מונוטונית יורדת (כי  
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 בקטע 
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 פרט לשתי נקודות הקצה). נחשב מספר ערכים בעזרת נוסחה שבנינו: 

I1=0.367879,

 I2=0.263242, 

I3=0.207274,

 I4=0.170904, 

I5=0.145480, 

I6=0.127120, 

I7=0.110160, 

I8=0.118720, 

I9=-0.0684800 
תופעה מוזרה ביותר: I8> I7, אבל עוד יותר מוזר ש- I9 שלילי.

ניתוח התופעה

נסמן ב- In* ערך מחושב של In. אם כן, כל המספרים לעיל הם ערכי In*. היות שכבר המספר הראשון 
[image: image15.wmf]e
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אינו רציונלי, אי אפשר להציגו במדויק. נסמן 
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 וכן 
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. השתמשנו, למעשה, ברקורסיה עבור ערכים מחושבים ולא מדויקים. מה יצא?
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מכאן מקבלים 
[image: image19.wmf]1
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. כלומר, בכל צעד של הרקורסיה השגיאה גדלה (בערכה המוחלט) פי n. מכאן קל לראות כי 
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. זה אומר שאם ניקח שגיאה ראשונית 
[image: image21.wmf]1
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 קטנה כרצוננו, בכל מקרה כעבור מספר צעדי רקורסיה היא תגיע לערך גדול כלשהו (למשל, 1). שיטות כאלה, שבהן שגיאה גדלה עד ערכים גדולים ללא תלות בערכה הראשוני נקראות לא יציבות.

מה עושים?

בשיטה לא יציבה אי אפשר להשתמש חוץ ממקרים מיוחדים (למשל, אם ברצוננו לחשב רק I5 ואנו מוכנים לסבול שגיאה גדולה בהרבה מהראשונית). לכן חייבים או לוותר על החישוב או להמציא שיטה יציבה שקולה. במקרה הנדון זה אפשרי.

נבנה רקורסיה אחורית שקולה: אם 
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 ובדיוק כמו קודם מקבלים עבור השגיאה 
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 וזה אומר שבכל צעד של רקורסיה אחורית השגיאה קטנה פי n. נניח שקירבנו איכשהו (באמצעות אינטגרציה נומרית או באמצעות ניחוש בקלפים) אינטגרל Ik והשגיאה בו הנה 
[image: image25.wmf]k
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. (אינדקס עליון מסמן אינטגרל שממנו התחלנו את הרקורסיה האחורית). אזי אחרי צעד אחד של רקורסיה אחורית מקבלים שגיאה 
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אנו רואים שכאשר 
[image: image29.wmf]n
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 שואף לאינסוף, השגיאה שואפת לאפס. אם אנו רוצים לחשב את I9, אפשר לקרב איכשהו I12 והשגיאה תקטן פי 1320. אם נקרב את I12 ע"י 1 (ערכו האמיתי בין 0 ל- 1) אז השגיאה בו תהיה קטנה מ- 1 והשגיאה ב- I9 תהיה קטנה מ- 0.00076. ואם במקום I12 ניקח I15, השגיאה תהיה מתחת ל- 
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. דרך טובה הרבה יותר היא, כמובן, קירוב של Ik ע"י 0 (קל לראות שהסדרה שואפת ל- 0). דרך נוספת לקבל ערך התחלתי (אם ידוע שהגבול קיים, אך לא ידוע מהו) היא לקרב 
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 ולהציב שוויון זה בנוסחת רקורסיה. במקרה שלנו מקבלים 
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דוגמאות פשוטות נוספות

1) עבור איזה ( הרקורסיה 
[image: image33.wmf]e
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פתרון: 
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 לכן 
[image: image35.wmf]0
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. אם כן, השגיאה שואפת לאינסוף עבור 
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 והשיטה יציבה עבור 
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2)  עבור איזה ( הרקורסיה 
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פתרון: 
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 לכן 
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. אם כן, במובן מדויק לכל ( הרקורסיה אינה יציבה (עבור n מספיק גדול השגיאה תהיה גדולה), אבל אם ברצוננו לחשב רק 100 אברים ראשונים, עבור 
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 השגיאה לא תגדל מצעד לצעד והחישוב אפשרי.

מודל המחשב

קיצוץ והעגלה

שתי הדרכים להקטין את מספר הספרות במספר כלשהו הן: לקצץ את הספרות המיותרות (למחוק אותן או להחליפן באפסים) או לעגל את המספר, כלומר, לבצע קיצוץ עם הגדלת הספרה האחרונה שנשארה באחד אם הספרה המקוצצת הראשונה גדולה או שווה 5. אם לא נאמר מפורשות שהמחשב עובד בשיטת קיצוץ, מניחים שהוא עובד בשיטת העגלה. 

דוגמה: הקטן את מספר הספרות בשתיים באמצעות קיצוץ והעגלה עבור המספרים: 1234, 1.234, 1.295, 1.250, 1.987. (תשובות: 1200/1200, 1.2/1.2, 1.2/1.3, 1.2/1.3, 1.9/2.0)

נקודה קבועה (fixed point)

כל מספר מיוצג ע"י כמה ספרות שצריך לפני הנקודה העשרונית ומספר קבוע של ספרות אחרי הנקודה. ספרות אחרי הנקודה נקראות ספרות דצימליות. 

דוגמה: כמה ספרות דצימליות יש במספר 123456? (0), 1234567.8? (1), 0.00123? (5)

רוב מעבדי אות (DSP) זולים, כולל כל המעבדים המותקנים בטלפונים סלולריים עובדים בנקודה קבועה. ההבדלים בין המודל לבין המציאות הן:

 א': מספר הספרות לפני הנקודה במציאות הוא מוגבל;

ב': הספרות במציאות הן בינאריות ולא עשרוניות, אך כל המסקנות שנסיק בהמשך תהיינה תקיפות לגבי כל הבסיסים.

אם המספר מעוגל ל- d ספרות דצימליות, מתווספת אליו שגיאה מוחלטת חסומה ע"י 
[image: image42.wmf]d
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 אם עובדים בקיצוץ (רוב מעבדי אות זולים) או 
[image: image43.wmf]d
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 אם עובדים בהעגלה. אם המחשב מבצע פעולת חשבון בודדת כלשהי (מחשב פונקציה), הוא מבצע חישוב במדויק ומעגל\מקצץ את התוצאה למספר נתון של ספרות דצימליות (במודל שלנו).

דוגמה: מספר ((3.14159265358 מעוגל לארבע ספרות דצימליות. מצא חסם על שגיאה יחסית.

פתרון: 
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. בחישוב שגיאה יחסית הצבנו ערך מקורב של ( במקום ערך "מדויק".

נקודה צפה (floating point)

כל מספר מיוצג ע"י מכפלה של מנטיסה בעלת אורך קבוע וחזקה המתאימה של 10 (במציאות - 2). ספרות במנטיסה נקראות ספרות משמעותיות. במודל שלנו (בשונה מהמציאות) החזקה אינה מוגבלת.

כל המחשבים הרגילים ורוב המעבדים היקרים עובדים בשיטה זו.

דוגמה: כמה ספרות משמעותיות יש במספר 123456? (6), 1234567.8? (8), 0.00123? (3) 

אם המספר מעוגל ל- t ספרות משמעותיות, מתווספת אליו שגיאה יחסית חסומה ע"י 
[image: image45.wmf]t
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 אם עובדים בקיצוץ או 
[image: image46.wmf]t
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 אם עובדים בהעגלה. חסמים אלה יכולים להיות מחמירים מאד. אם המחשב מבצע פעולת חשבון בודדת כלשהי (מחשב פונקציה), הוא מבצע חישוב במדויק ומעגל\מקצץ את התוצאה למספר נתון של ספרות משמעותיות (במודל שלנו).

דוגמה: תאוצת הגרביטציה g ידועה עם 2 ספרות משמעותיות g=9.8. מהי שגיאה מוחלטת ב- g?

פתרון: 
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.

0

05

.

0

05

.

0

10

5

.

0

2

1

»

=

D

Þ

=

×

=

D

-

g

g

g

g


הערה: החמרנו באופן משמעותי כי במקרה ספציפי זה 2 ספרות משמעותיות פירושן – ספרה דצימלית אחת, לכן שגיאה מוחלטת אמיתית חסומה ע"י 0.05, אך באופן כללי אין אפשרות לשפר את החסם.

חובר ע"י אלי מינקוב.            כל הערה תתקבל בברכה ב- e-mail: minkov@cs.technion.ac.il
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