
 .ואופרטורים צמודים לעצמם םאופרטורים אורתוגונאליי 
 
 

 שדה הממשיים. –שדה הבסיס כאן 
 

,)|(מרחב וקטורי עם מכפלה פנימית   Vיהי  wvwv . 

 .V-כפי שראינו קודם, מכפלה פנימית מגדירה מושג של מרחק ב
 
VVfאופרטור לינארי הגדרה. . 1 :  אם הוא שומר על מרחק זה: אורתוגונאלינקרא 

))(),((),( yfxfdyxd   לכלVyx ,. 
 הגדרות שקולות.

),(||||ידי הנוסחה -אם ניקח בחשבון כי המרחק מוגדר על yxyxd מקבלים ניסוח אחר , 
 של אורתוגונאליות:

||||||)()(|| yxyfxf . 

)()()(לינארית,  f-כיוון ש yxfyfxf  כך שברור כי , f  אורתוגונאלי אם ורק אם

||||||)(|| xxf   לכלVx. 

)|())(|)((: אחרונה הגדרה שקולה yfxfyx   לכלVyx ,. 

)|(||)||||||||||(ואמנם,  222

2
1 yxyxyx  וכך ששמירה של נורמות גוררת שמירה של 

 המכפלה הפנימית.
 
 . מטריצות אורתוגונאליות.2
 

nvv נבחר בסיס אורתונורמאלי ,,1   שלV. 

אם  iivcv , )()( ii vfcvfנובע מכך ש .- f  אורתוגונאלי אם ורק אם 

)(,),( 1 nvfvf  .גם כן בסיס אורתונורמאלי 

 
nvvבבסיס   fהמטריצה המיצגת של  Cאם  ,,1 אורתונורמאליות של קבוצת , 

),(,)(הוקטורים  1 nvfvf   שקולה לתכונהICC   או CC 1. 

 
 .מטריצות אורתוגונאליותמטריצות המקיימות תכונה זו נקראות 

 
 . תכונות מידיות.3
 

det()det(1(2מטריצה אורתוגונאלית,  Cאם  – CCC   1, כך שבהכרח)det( C. 

CCאם  – ,  שתי מטריצות אורתוגונאליות, מכפלתןCC  :גם כן אורתוגונאלית 

ICCCCCCCC  )(. 

 גם היא אורתוגונאלית: 1Cמטריצה אורתוגונאלית,  ההפכית   Cאם  –
1111 )()(   CCCCCC tttt. 

 
 .nO)(מסמנים  nn: אוסף מטריצות אורתוגונאליות סימון

 .nSO)(מסמנים  1בעלות דטרמיננטה  nnאוסף מטריצות אורתוגונאליות 
 

),()( הקבוצות. הערה nSOnO  – חבורה היא קבוצה עם פעולת כפל המקיימת חוק חבורות . 
 קיבוץ וכך שלכל איבר קיים הופכי.

),(עוד דוגמאות של  חבורה:  knGL  כל מטריצות הפיכות(nn  מעל שדהk, 

),( knSL  מטריצות(nn  מעלk  1בעלות דטרמיננטה. 
 



 .1ידי -אורתוגונאלית אם ורק אם היא מיוצגת על 11מטריצה 
 
 
 
 .2n. דוגמה: 4
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A 1;1;0 ורק אם אורתוגונאלית אם 2222  cdabdbca. 

 
]2,0(כי קיימת ויחידה זווית קל לראות   כך ש-  sin,cos  ca. 

זה נותן שני פתרונות לעמודה 
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היא מטריצה של סיבוב  1בעלת דטרמיננטה  22מטריצה אורתוגונאלית מסקנה.








 





cossin

sincos
, המטריצה בצורה  1 -. אם הדטרמיננטה שווה ל









 



cossin

sincos
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 ראה עוד יותר טוב. לשם כך נחשב פולינוםאפשר למצוא בסיס בו המטריצה תי במקרה זה
 -הוא שווה לאופייני של המטריצה. 

1sin)cos)(cos(
cossin

sincos
det)( 22 
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},{. זה אומר כי קיים בסיס  1 -לפיכך למטריצה שני ערכים עצמיים  21 vv כך 

2211 -ש )(,)( vvfvvf  1ידי -. זה אומר כי האופרטור הוא שיקוף ביחס לציר המוגדר עלv  . 

 בהכרח אורתוגונאליים. vv,21הוקטורים 
 
 . מיון אופרטורים אורתוגונאליים.5
 

נסמן 






 







cossin

sincos
)(A. 

 היא בצורת המיצגתשבו המטריצה  קיים בסיס עבור כל אופרטור אורתוגונאלימשפט. 
 . 1או  A)(בלוקים, כאשר כל בלוק הוא או 

 
 כדי להוכיח את המשפט, נצטרך בלמה הבאה:

 
 בעל מכפלה פנימית. Vאופרטור אורתוגונאלי על מרחב וקטורי  fיהי למה. 

VWיהי   מרחב אינווריאנטי. אזי -תתW .גם כן אינווריאנטי 
 הוכחת הלמה.

f 1 איזומורפיזם כי)det( f . לכן, אםWWf )( בהכרח ,WWf )(. 

Wyfנוכיח  Wyאם   מתקיים  Wx. ואמנם, לכל  )(

0))(|()|)(( 1   xfyxyf  כיWxf  )(1. 
 סוף הוכחת הלמה.

 
 

 באינדוקציה.. הוכחת המשפט
 ממשיים, מקדמיםקטורי מעל האופרטור במרחב וf-. היות וfערך עצמי של אופרטור   יהי 

 ממשיים. לכן, קיימות שתי אפשרויות.fשל הפולינום האופייני של 

1.  .שורש ממשי 



2.  לא ממשי ו-  .גם כן שורש של הפולינום האופייני 

 .עם ערך עצמי  Vvקיים וקטור עצמי )ממשי(  במקרה הראשון 

||||||||||אורתוגונאליות גוררת       vv   1, זאת אומרת. 

vSpanW}{מרחב -מצאנו תת        אינווריאנטי ולפי הלמהW .גם כן אינווריאנטי 

 vכפי שנדרש במשפט, והוספת וקטור  W-לפי הנחת האינדוקציה קיים בסיס ב     
 לאיברי בסיס תשלים לנו את הבסיס.     

 
 .מרוכבות( ת)כי יש לו קואורדינאטו V-לא שייך ל במקרה השני וקטור עצמי עבור      

21נרשום אותו בצורה       ivv   כאשרVvv 21,. 

ibaאם        מקבלים ,))(()( 2121 ivvibaivvf  וזה נותן 
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},{מרחב -תת     21 vvSpanW  מימדי אינווריאנטי. שוב לפי הלמה קיבלנו פרוק-דו 

מרחב אינווריאנטיים  -כסכום של תתי  Vשל      WWV .ונשתמש באינדוקציה 
 
 
 . תפקיד של המרחב הדואלי.6
 

 ל מרחב דואלי.כמה מלים על תפקידו ש
 בקורס זה מושג מרחב דואלי לא הוזכר )עד כה(, אך זה נעשה מסיבות פוליטיות בלבד

 )כדי לא להפחיד(. 
 

kVfהוא אוסף העתקות לינאריות  Vשל מרחב  Vנזכיר כי מרחב דואלי  : 

 .kלשדה הבסיסי  V-מ 
kVVBלינארית  -נתונה תבנית דו V-באם   : כל איבר ,Vv מגדיר העתקה לינארית 

kV   המעבירהw ל- ),( wvB  כהעתקה לינארית  לינארית-דו כל תבנית . כך אפשר לפרש
VVB :

~
 . 

nvv. יהי Bבסגנון זה אפשר לפרש גם את המטריצה המיצגת את  ,,1  בסיס ב-V. 

 )הנקרא בסיס דואלי(: V-מאפשרת לקבוע בסיס ב V-נזכיר שבחירה בסיס ב

זה אוסף איברים 

nvv ,,1  ידי הנוסחה -המוגדרים על
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nvvבבסיס  Bאזי מטריצה המיצגת את התבנית  ,,1  היא אותה מטריצה המיצגת 

VVBאת ההעתקה הלינארית  :
~

nvvבבסיסים   ,,1  ו- 

nvv ,,1 . 

Bמנוונת אם ורק אם -בלתי Bהתבנית 
~

 איזומורפיזם. 
 

WVfנזכיר כי כל העתקה לינארית  :  מגדירה העתקה צמודה VWf : 
 ידי הנוסחה-על

kWVff  :)( . 

VVBבפרט,  :
~

:)(***נותנת  
~

VVVB  . 

~~*סימטרית אם ורק אם  Bאפשר לבדוק )בקלות( כי התבנית 
BB . 

 
 
 . אופרטורים צמודים. אופרטורים צמודים לעצמם.7
 

 מרחב וקטורי עם מכפלה פנימית. Vיהי 



VVfאם  :  אופרטור לינארי, אופרטור צמודVVf :* מוגדר ע''י הנוסחה 

))(|()|)(( * wfvwvf . 
 מנונת[-]נוסחה כזאת אכן מגדירה את ההעתקה כי מכפלה פנימית בלתי

אם 
nvv ,,1  בסיס אורתונורמלי ב-V    ואם




n
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iijj vcvf
1

 f-כך ש )(

ידי מטריצה -מיוצגת על 
ijcC  אז השוויון ,))(|()|)(( *

jijiji vfvvvfc  

 .tCידי המטריצה -מיוצג על f*נותן כי 
 

VVfאופרטור  :  נקרא צמוד לעצמו אם*ff  ,במלים אחרות .f צמוד לעצמו 

Vwvאם לכל  ,  מתקיים))(|()|)(( wfvwvf . 
 אורתונורמאליפרטור צמוד לעצמו אם ורק אם הוא מיוצג בבסיס מה שנאמר קודם, אולפי 
 ידי מטריצה סימטרית.-על
 

 אופרטורים צמודים לעצמם בעלי תכונות מיוחדות:
 כל הערכים העצמיים שלהם ממשיים. –

 ידי מטריצה אלכסונית.-קיים בסיס אורתונורמאלי בו האופרטור מיוצג על –
 אנחנו נוכיח את התכונות האלה בסעיף הבא.

 
 . תכונות האופרטורים הצמודים לעצמם.8
 

 .2מקרה של מימד בנתחיל 

תהי 
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A .מטריצה סימטרית עם רכיבים ממשיים 

 שני ערכים עצמיים ממשיים שונים. A-אנחנו נבדוק עתה כי ל
 ואמנם, 

222 )())(()( badtdatbdtattPA . 
 הדיסקרימיננטה של המשוואה הריבועית לציאת הערכים העצמיים היא

04)()(4)( 2222  bdabadda. 

 שני ערכים עצמיים ממשיים שונים. 22לכן, לכל מטריצה סימטרית 
 יותר מאוחר נוכיח כי הוקטורים העצמיים המתאימים אורתוגונאליים.

 
 מרחב  כי אינווריאנטי-תת W. אם Vאופרטור צמוד לעצמו על  fיהי למה. 

 גם הוא אינווריאנטי. Wאזי המשלים שלו 
  

)|)((0, עלינו לבדוק כי  Wyדומה למקרה אורתוגונאלי. אם הוכחה  yfx 

)|)(())(|(0. אבל Wxלכל   yxfyfx  כיW מרחב אינווריאנטי.-תת 
 

 עכשיו אפשר להוכיח את המשפט הכללי באינדוקציה.
 

 .Vvממשי, מתאים לו וקטור עצמי  . אם fערך עצמי של  יהי 

vSpanW}{אז נגדיר    ולפי הלמה נקבל פרוק WWV בסכום של שני 
 מרחב אינווריאנטיים אורתוגונאליים. המשפט נובע מהנחת האינדוקציה.-תתי

 
 לא ממשי ]זה בלתי אפשרי אך אנו עוד לא יודעים נניח עתה כי ערך עצמי 

 להוכיח את זה[.  
 

21יהי  ivv   וקטור )עם קואורדינטות מרוכבות( עצמי המתאים לערך עצמי. 

ibaאזי, אם    מתקיים ,))(()( 2121 ivvibaivvf  וזה אומר כי 
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},{כך שהמרחב  21 vvSpanW   .הצמצום של   אינווריאנטיf עלW 
 , ערכים עצמיים2צמוד לעצמו. לפי החישוב שעשינו במקרה של מימד  , בוודאי,גם הוא

 הגענו לסתירה. אפשריים במקרה זה.-לא ממשיים בלתי
 סוף הוכחת המשפט.

 
 .R. שימוש: צורה קאנונית של תבנית ריבועית מעל 9
 

 
 . אנחנו מתכוונים להכליל עובדה זו.צירי הסימטריה של האליפסה ניצבים זה לזה

 
 המצויד במכפלה פנימית. Vתבנית ריבועית על מרחב וקטורי ממשי  Bתהי משפט. 

 ידי מטריצה אלכסונית.-מיוצגת על Bבו התבנית  V-קיים בסיס אורתונורמאלי באזי 
 ידי מטריצה אלכסונית ידוע לנו מזמן.-קיום בסיס בו התבנית תיוצג עלהערה. 

 (.Bקיום בסיס אורתונורמאלי ביחס למכפלה פנימית )שאין לה קשר לתבנית  –החידוש פה 
 

 הוכחת המשפט. 

nvvנבחר בסיס אורתונורמאלי כל שהוא  ,1  במרחבV התבנית .B ידי-תיוצג על 

 .  A -מטריצה סימטרית. נסמן אותה ב
 .f -, מטריצה סימטרית מיצגת אופרטור צמוד לעצמו. נסמן אותו ב8לפי סעיף 

 
 הצמוד לעצמו מבלי להסתמך fלבין האופרטור   Bאפשר להסביר קשר בין התבנית הערה. 

nvvעל בחירת בסיס  ,1בכך שאנו משתמשים בבסיס.זה כתרגיל למי שלא מרוצה  .  נשאיר את 
 

nww, נגיד, , קיים בסיס אורתונורמאלי 8לפי המשפט שבסעיף  ,1  בוf ידי מטריצה -מיוצג על
 אלכסונית.

 .Bאני טוען כי אותה מטריצה תיצג גם את התבנית 
 



 מטריצה של אופרטור, אך Aמטריצת מעבר ואם  Cקודם כל, למה זה לא ברור. כי אם 
 

ACCבבסיס החדש מטריצה של אותו אופרטור תהיה   1 אבל אם  .A  מטריצה של תבנית 

ACCלינארית, אז בבסיס החדש המטריצה של אותה תבנית תהיה  -דו t  נוסחת החלפת –מ 
 בסיס עבור מטריצת אופרטור שונה מהנוסחה עבור מטריצת תבנית!

 
nvvבכך ששני הבסיסים,  רהגיע זמן להיזכ ,1 ו-  

nww ,1
 מטריצת, אורתונורמאליים, כך ש

 אורתוגונאלית. Cהמעבר 

tCCלכן,  1  ,ושתי הנוסחאותACC 1 ו- ACC t.נותנות אותו דבר , 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 


