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kVVBתהי  : לינארית סימטרית. הפונקציה -תבנית דוkVQ :  המוגדרת 

)(),(ידי הנוסחה   -על xxBxQ   של   התבנית הריבועיתנקראתB. 
 נעשה חישוב פשוט:

),(2)()(),(),(2),(),()( wvBwQvQwwBwvBvvBwvwvBwvQ  
 

02מעתה אנו מניחים כי    בשדהk  במלים אחרות, כי(2kchar.) 
 

 מקבלים מיד:
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1 wQvQwvQwvB  

 ידי התבנית-לינארית מוגדרת באופן יחיד על-דו , תבנית2kcharמסקנה: אם 
 הריבועית שלה.

 

)(ידי המטריצה -מיוצגת על Bלינארית -אם התבנית הדו
~

ijbB   בבסיסnvv ,,1 אזי , 
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),(מהנוסחה המבטאת את נציין בנפרד עוד מסקנה  wvB  דרךQ: 
 

),(0אם  vvB  לכלVv  0אזי),( wvB לכלVwv ,. 
 
 .י. משלים אורתוגונאל5
 

 מרחב וקטורי.-תת W. יהי Vלינארית סימטרית על -תבנית די Bתהי 

 ידי הנוסחה-מוגדר על Wשל  Wמשלים אורתוגונאלי 
 

}0),(|{ WyyxBVxW . 
 

 .V ,Vvלינארית סימטרית על -תבנית די Bתהי משפט. 

),(0נניח כי  vvB .  אזי )()( vSpanvSpanV . 

wcvxקיים פירוק  יחיד  Vxהמשפט אומר כי לכל איבר הוכחה.   עם 
 )(, vSpanwkc  . 

cvxwכך שההפרש  kcנחפש   אורתוגונאלי ל-v. 
),(),(),(0 vvcBxvBcvxvB ברור כי הפתרון היחיד למשוואה . 
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 . קיום בסיס אורתוגונאלי.6
 

 V -. קיים בסיס בVלינארית סימטרית על מרחב-תבנית די Bתהי משפט. 
 ידי מטריצה אלכסונית.-בו התבנית מיוצגת על

 
nvvאם  ,,1   בסיס שלV   התבנית ,B ידי מטריצה אלכסונית -מיוצגת בו על 



),(0אם ורק אם  ji vvB  עבורji  בסיס אורתוגונאלי. בסיס כזה נקרא. 

 
 .Vאינדוקציה לפי המימד של הוכחת המשפט. 

0dimאם  V .אין מה להוכיח 
 .nנניח כי קיום בסיס אורתוגונאלי הוכח עבור תבנית על מרחב וקטורי בעל מימד 

nVיהי  dim. 
),(0אם  wvB  עבור כלVwv ,  – ידי-אין מה להוכיח כי התבנית מיוצגת על 

 ת האפס בכל בסיס.מטריצ
),(0עם  Vvקיים וקטור  4. לפי סעיף 0B כי  לכן אנו מניחים vvB. 

נסמן  )(vSpanW 5. לפי המשפט של סעיף WvSpanV   . בפרט,)(

1dim  nWלפי הנחת האינדוקציה, קיים בסיס אורתוגונאלי ב .- W. 
nvvנסמן אותו  ,,2 נשלים אותו לבסיס ב .- V ידי -על

1vv . 

),(0הבסיס שבנינו אורתוגונאלי כי  1 ivvB  עבורi1. 
 
 . שדה המרוכבים.7
 

Ckבמקרה   .אפשר לשפר עוד את הבסיס 
 

 כל מה שנאמר בסעיף זה תקף לכל שדה בו קיים שורש ריבועי מכל איבר,הערה. 
 למשל, לכל שדה סגור אלגברית.

 

nvvיהי  ,,1   בסיס אורתוגונאלי שלV כך ש ,- 
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 )ישנן שתי אפשרויות השונות בסימן( iibנבחר שורש ריבועי  0iib -כך ש iלכל 
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 ; 1מקבים),( ii wwB . 0אםiib  נגדירii vw  . 

 .0או  1בדרך זו מצאנו בסיס אורתוגונאלי בו למטריצה המיצגת באלכסון רק 
 

 עד כה עוד לא עסקנו ביחידות ההצגה. 
 

nwwיהיו  משפט.  ,,1  ו- nww  ,,1   שני בסיסים בהםB ידי-מיוצגת על 

 (0)או   1. אזי מספר פעמים 0או  1מטריצות אלכסוניות שבאלכסון שלהן רק 
 מופיע באלכסון זהה לשתי המטריצות.

 המקיימים iwידי וקטורי הבסיס -הוא נפרש על Bזה ממש פשוט: גרעין של הוכחה. 

0),( ii wwB.לכן, מספר האפסים באלכסון שווה )בשני המקרים( למימד הגרעין . 
 

 מימד המרחב –שני מספרים : Cלינאריות סימטריות מעל -זה נותן מיון מלא של תבניות דו
 מגדירות את הצורה הקנונית האלכסונית.  –ן ומימד הגרעי

 
 . שדה הממשיים.8
 

 לינאריות סימטריות.-במקרה מיוחד חשוב זה גם ניתן לקבל מיון מלא של תבניות דו
 אנחנו כבר יודעים שעבור כל תבנית קיים בסיס אורתוגונאלי.

 

nvvיהי  ,,1   0אורתוגונאלי. אם בסיסiib  ,נגדיר, כמו קודםi
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iנגדיר  0iibאם 
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ii, נשאיר 0iib. לבסוף, אם  vw . 

 .0או 1, 1כך אנחנו מקבלים בסיס אורתוגונאלי חדש בו על האלכסון רק 
 נוכיח כי מספר פעמים כל אחד מהם מופיע לא תלוי בבחירת בסיס.

 
nwwיהיו  משפט.  ,,1  ו- nww  ,,1   שני בסיסים בהםB ידי-מיוצגת על 

   0 -ו 1,1. אזי מספר פעמים 0או  1,1מטריצות אלכסוניות שבאלכסון שלהן רק 
 באלכסון זהה לשתי המטריצות. יםמופיע

 

 -נסדר את הבסיסים כך שהוכחה. 
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llkkעלינו להוכיח כי   , . 

nkkאנו נבדוק כי קבוצת הוקטורים  wwww 
 ,,,,, 11  תלויה.-בלתי 

ואמנם, נניח  
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מצד אחד, 
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 , ומהצד השני ),(),(0

 







lk

ki

i

n

ki

iii dwwBdxxB
1

2

1

2
0)(),(),(. 

 תלויים לינארית,-בלתי  iw-. כיוון ש 0icהשוואה של שתי הנוסחאות נותנת 
 זה משלים את ההוכחה.

 
 
 
 
 
 
 
   
 
  

 


