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 וקטורים עצמיים מוכללים.. 1
VVfערך עצמי של אופרטור  יהי  :  . 

 אם של ערך עצמי  ללוקטור עצמי מוכנקרא  Vvוקטור 

 . -כך ש Nקיים מספר טבעי 

vvI מסמן אופרטור זהות  Iכאן ,כרגיל,  )(. 

 

 . Vנסמן  אוסף כל הוקטורים העצמיים המוכללים של ערך עצמי 

 

 .Vשל  מרחב וקטורי-תת Vלמה. 

Vyxאם הוכחה.   ,  עלינו לוודא כיVyxcx ,. 

)(0ואמנם, אם   xIf N  0וגם)(  yIf M  נבחר מספרL גדול או שווא 

NM-ל  , ואז ,

0)()()()(  yIfxIfyxIf LLL . 

 הסגירות ביחס לכפל בסקלר עוד יותר פשוטה.
 
 

 .Vשל  מרחב אינווריאנטי-תת V למה.

Vxfאז  Vxעלינו לוודא כי אם  הוכחה. )( 0. ואמנם, אם)(  xIf N 

)()()(0אזי   xIffxfIf NN     –  כי  האופרטוריםf ו- NIf )(  

 מתחלפים.
 

dV משפט. .2 dim  כאשרd  ריבוי שורש  של הפולינום האפייני שלf. 

Ifgנוח מאוד להגדיר אופרטור חדש הוכחה.   לאופרטור .g  0ערך עצמי 

 gהוא מרחב הוקטורים העצמיים המוכללים של  V, והמרחב dבעל ריבוי 

 .0המתאימים לערך עצמי 

 gבאופרטור  0הריבוי של : לפי משפט זה 1עתה נשתמש במשפט של סעיף 

-ב 0כום שני המספרים: הריבוי של סשווה ל


Vg  פרטורובא 0והריבוי של  |

 VVVVg //:   הצמצום .
Vg  הוא אופרטור נילפוטנטי. לכן, כל הערכים |

 . נשאר לנו להוכיח כי Vdimהעצמיים שלו שווים לאפס, ומספרם הוא 

 .  0אין ערך עצמי   gלאופרטור 

אך אילו היה, היה אפשר למצוא  VVVv /  0 -כך ש)(  Vvg. 

אך זה גורר  VVvg  Vvgאו  )(0 )( . 

1)())((0 -מספר טבעי כך ש Nמשמעות הדבר כי קיים   vggvg NN. 

0 -כך ש Vvבמלים אחרות,  Vv. 

 סוף הוכחת המשפט.
 
VVfיהי משפט.  .3 : :אופרטור, כך שהפולינום האפייני שלו מתפרק 

0)(  vIf N
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יהיו  0)(:|  xIfNVxV N

ii   אזי .mVVV  1 . 

 הוכחת המשפט.

 .idבעלי מימד  V-מרחב אינווריאנטיים ב-תת iVאנחנו כבר יודעים כי 

 אם שתי התכונות הבאות מתקיימות: iVמרחב -נקרא סכום ישיר של תת Vנזכיר כי מרחב 

1. 
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 )קיום הצגה( :

אם   .2 
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iiiעבור   Vyx ,  אזיii yx   לכלi  .)יחידות ההצגה( 

 שקולה לתכונה הבאה 2נזכיר כי התכונה 
 

א.  אם  2     
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iiעבור  0 Vx   0אזיix  לכלi . 

 

0נבדוק קודם כל כי  ji VV   עבורji   ואמנם, החיתוך .ji VVW  מרחב-הוא תת 

)(0 -הקטן ביותר כך ש N, נבחר  Wx0אינווריאנטי. אם   xIf N

i אזי .
1)(  N

ify   מקיים תכונותWy0   0וגם)(  yf i השוויון האחרון אומר כי . 

yyf i)(  0. אבל אז)()(  yyf N

ji

N

j  . 

 
 א.2נוכיח עתה את התכונה 

iiנניח, בדרך השלילה, כי קיים אוסף  Vx  שלא כולם שווים לאפס, כך ש ,-   0ix. 

 השונים מאפס הוא הקטן ביותר. ixנבחר אוסף כזה בו מספר איברים 

. אזי  ix0נניח 



ij

ji xx  נבחר .N 0-כך ש)(  i

N

i xIf   אזי . 
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i xf 0)(   כיוון שכל המרחבים .jV  אינווריאנטיים, מתקייםjj

N

i Vxf  )(  

ijלכל    זה אומר כי מצאנו הצגה יותר קצרה של אפס כסכום איברי .jV  לכן, לפי .

 ההנחה

0)(  j

N

i xf   לכלj  0. זה מוכיח כי jij VVx  0ולכן גםix .סתירה . 

 ע''י הנוסחה V -ב Wמרחב -נגדיר עתה תת

mVVW  1 . 

, לפי הגדרתו, קיימת הצגה בצורה  Wלכל איבר של 
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Wxiכאשר    . 

mVVWיחידות ההצגה הוכחה כבר קודם. לכן,    1  . 

זה גורר כי    VdVW ii dimdimdim  לכן, בהכרח .VW  . 

 סוף הוכחת המשפט.
 
 
 נעצור לרגע וננסה להבין מה הבנו.    .4

VVfהיה נתון לנו אופרטור  :   אם הפולינום האפייני
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 של הוקטורים האפייניים המוכללים. iVמרחב אינווריאנטיים -הגדרנו תתי

בדקנו כי 
mVVV  1

 . 

 

 -, ונאחד את הבסיסים האלה, נקבל בסיס ל iVאם עכשיו נבחר בסיס בכל אחד מהמרחבים 

V. 

את המטריצה המיצגת של הצמצום  iA-אם נסמן ב
iVf , נקבל את המטריצה המיצגת של  |
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 בצורת הבלוקים:
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לכן, בעית המיון של אופרטורים צומצמה לבעית המיון של אופרטורים מן הסוג המאוד 

 ספציפי:
 אופרטורים בעלי ערך עצמי אחד בלבד.

 
VVfאפשר לפשט את הבעיה עוד קצת: אם . 5 :  אופרטור בעל פולינום אפייני
n

f tP )(  אפשר להניח ,Ifg   ואז
n

g ttP )(  זאת אומרת, כי ,g  אופרטור

 , fנילפוטנטי. אם נדע למיין אופרטורים נילפוטנטיים, זה יתן לנו מיון עבור 

Igfכי הרי   . 

 
 ם.פרטורים נילפוטנטייולנו רק למיין אלכן, נשאר 

 
 פולינום מינימלי. .6
 

kMatA)(תהי  n 0המילטון אומר כי -. משפט קיילי)( APA  כאשרAP   פולינום אפייני של

A פולינום זה לעולם לא שווה לאפס: הוא בעל דרגה .n 1 -והמקדם הראשי שווה ל. 
 

 אחד שדרגתו הקטנה ביותר. –  Aנחפש בין הפולינומים המאפסים את 
)(][ פולינוםהגדרה.  tktf    של מטריצה  פולינום מינימלינקראA  אם: 

 0)( Af 

 )deg()deg( gf   0לכל פולינוםg  המאפס אתA. 

  המקדם הראשי שלf 1-שווה ל. 

  משפט.
 . Aפולינום מינימלי קיים ויחיד עבור כל מטריצה  .1
)(0ואם  Aפולינום מינימלי עבור  fאם  .2 Ag  אזg מתחלק ב- f. 

 הוכחה. 

)(0קודם כל נוכיח קיום פולינום מינימלי. זה כמעט מיידי:  APA  לכן, קיימים פולינומים

 . נחלק אותו במקדמו. נבחר פולינום שדרגתו הקטנה ביותרAהשונים מאפס, ומאפסים את 
 הראשי. זה יתן לנו פולינום המקיים את כל שלושת התנאים.

 
 נוכיח עתה את החלק השני של המשפט.

 עפ שארית: tf)(בפולינום   tg)(נחלק פולינום 



)()()()( trthtftg  

 . f, דרגתו קטנה מדרגת  0rהשארית ואם  tr)(כאן 

)()()()(. כי  0rנוכיח כי  thtftgtr  0 -כך ש)()()()(  AhAfAgAr . 

 ,Aכפולינום בעל דרגה מינימלית בין אלה )שונים מאפס( המאפסים את  fכיוון שבחרנו 

 . 0rמסיקים כי 

ffנשלים הוכחת היחידות. אם  ,  2מינימליים, לפי סעיף fhf   עבור פולינוםh .מסוים 

f -ו fשניהם,    בעלי אותה דרגה, לכןh  ,בעל דרגת אפס, זאת אומרתh .קבוע 

 . 1h,  1-כיוון שלשניהם המקדמ הראשי שווה ל

 זה סוף ההוכחה.
 

 . Amע''י  Aאנחנו נסמן פולינום מינימלי של 

 . Am -מתחלק ב APלפי המשפט שהוכחנו, 

 
 .ותכונות תודוגמא

 

1. 
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A  2האפייני הוא . הפולינוםtPA   ,לכן .Am   חיזקה שלt . 

A  ,2tmAלא מאפס את  t -כיוון ש        . 

 

ACCAאם  .2 1  אזAA mm   ואמנם, לכל פולינום .f  מתקיים

CAfCAf )()( 1 , 

)(0 -כך ש       Af  0אם ורק אם)( Af. 

 

אם    .3
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)(0צטריצת בלוקים, אז   Af  0אם ורק אם)( iAf 

miלכל        ,,1 . 

VVfאם  .4 :  אופרטור, נגדירfm .כפולינום המינימלי של כל מטריצה מיצגת שלו 

לא תלוי בבחירת הבסיס. עתה יהי  fm 2לפי תכונה        
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ים עצמיים מוכללים המתאימים של וקטור iV נבחר בסיס בכל אחד מהמרחבים      

 עצמי ל

      i  אנו יודעים כי .i

i

d

iA tP )(   הפולינום המינימלי .
iAm  מחלק את
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iA tP )(   ,לכן .i
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iA tm )(   כאשרii dk 1. 
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)(   כאשרii dk 1. 

 אפשר לסכם את מסקנותינו כך:      

  fP ו- fm בעלי אותם שורשים אלא שריבוי שלהם ב- fm קטן או שווה לריבוי ב-fP. 

 
 

n  ,VVfמרחב וקטורי בעל מימד  Vשוב  :  אופרטור בעל פולינום אפייני)(tPf. 



נזכיר כי אנחנו מניחים כי הפולינום האפייני מתפרק 
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i  והמספרים  שוניםערכים עצמייםid  .הם ריבויים שלהם 

ברור כי 
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 הגדרנו מרחב הוקטורים העצמיים המוכללים fשל  עבור כל ערך עצמי 

 0)(:|  vIfNVvV N. 

idVהוכחנו כי 
i
dim  וכי

k
VVV   

1
 . זה אומר כי אם נבחר בסיס בכל אחד 

מן המרחבים 
i

V ונאחד אותם, נקבל בסיס ל-V וכי המטריצה המיצגת של ,f  בבסיס זה

 תיראה
 כך:
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המרחב האינווריאנטי -על תת fהמטריצה המיצגת את הצמצום של  iAכאשר 
i

V . 

IAB. לכן המטריצה iמתאימה לערך עצמי  iAמטריצה  iii   0מתאימה לערך עצמי. 

 -, קיים בסיס ב9נלפוטנטית. לפי סעיף  iBהמילטון, -לפי משפט קיילי
i

V  בוiB 

 מיוצגת ע''י מטריצה מהצורה
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תהיה גם כן למטריצת  iA. באותו בסיס המטריצה תא ז'ורדן נילפוטנטיהוא  iJכאשר כל 

 התאים
 שכל תא בה מהצורה
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 .תא ז'ורדןמטריצה כזאת נקראת 
 

 כל זה מוכיח את המשפט:
 

VVfיהי משפט.  : אופרטור כך ש- 
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)()( אזי קיים בסיס ב .-V 

 תהיה בצורת ז'ורדן.  fשהמטריצה המיצגת את 

 המשפט האחרון משמעותו כי המטריצה המיצגת היא מטריצת בלוקים, כך שכל בלוק הוא
 תא של ז'ורדן. 

 



 צות.שימושים: משוואות פולינומיאליות עם מטרי  .7
 

CAfCACCfהפיכה, אז  C-מטריצות כך ש ,CAפולינום ואם  fנזכיר כי אם  )()( 11  . 

)(,,,1, בודקים אותה עבור  fכדי להוכיח טענה זו עבור פולינום כללי  – 2tttf , 

 . itואז מציגים פולינום כללי כצירוף לינארי של החזקות 
 

)(0בעובדה זו אפשר להשתמש כשצריך לפתור משוואה מטריציונית  Af: 

)(0לפי מה שנאמר קודם,  Af  0אם ורק אם)( 1  ACCf. 

 בצורת ז'ורדן, מספיק  למצוא את כל צורות ז'ורדן כיוון שכל מטריצה דומה למטריצה
 המקיימות את המשוואה.

 

kAAמטריצת הבלוקים  Aהלאה, אם  ,,1  ,)(Af  היא מטריצת הבלוקים

)(,),( 1 kAfAf . 

)(0לכן, מספיק לבדוק קיום משוואה  Af  .על תאי ז'ורדן בלבד 

 
ddלבסוף, כיוון שהפולינום המינימלי של תא ז'רדן בעל גודל    וערך עצמי הוא 

dttm )()(   הפולינוםf מאפס תא ז'ורדן כזה אם ורק אם הוא מתחלק ב- m 

 (.dעם ריבוי  )זאת אומרת, אם יש לו שורש 

 

CMatA)(מצא כל ה מטריצות דוגמה.  k  1המקיימות את התכונהnA . 

)(1הפולינום   nttf  מתפרק
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כך שכל השורשים פשוטים )אין  

 ריבוי(.
 ניתנת לליכסון. A-, כך ש 11כל תאי ז'ורדן הם  Aזה אומר כי בצורת ז'ורדן של 

 הפתרון הכללי:

BCCA 1 

מטריצה אלכסונית עם מספרים מתוך הקבוצה   Bכאשר 
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 . 1nxשל פתרונות המשוואה 
 

AAמצא מטריצות המקיימות דוגמה.  2 . 

2)1( -כיוון ש  tttt  הפתרון הוא ,BCCA 1  כאשרB מטריצה אלכסונית עם 

המספרים מתוך  1,0 .באלכסון 

 
 .exp(A(שימושים: חישוב של    . 8 

 

נזכיר כי 
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A חישוב של הפונקציה המעריכית של מטריצה חשוב מאוד . 

Axxבמשוואות דיפרנציאליות: אם     מערכת משוואות דיפרנציאליות לינאריות כאשרx 

)()exp()0(מטריצה, אז הפתרון הכללי הוא  A-פונקצית וקטור ו xAttx . 

  

CACACCלא פולינום, עדין   exp-למרות ש )exp()exp( 11  לכן, מספיק לדעת לחשב . 

)exp(A  כאשרNIA    .תא ז'ורדן 



YXכאן חשוב לדעת כי אם המטריצות  NYIXמתחלפות )אצלנו  ,  ,,) 

)exp()exp()exp(אזי  YXYX 'ואמנם, ההוכחה הרגילה של עובדה זו בחדו''א א . 
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 שימושים: נוסחאות נסיגה. . 9
 

 וינצ' קוד" של דן בראון כל אחד יודע מה היא משוואת נסיגה:-מאז "דה

ninii xaxax   11. 

,,נוסחה כזו מגדירה סידרת מספרים  21 xx ככל שידועים ערכים של 

n .איברי הסדרה הראשוניים 

 
 בקורס של מתמטיקה בדידה למדתם איך למצוא פתרון כללי של משוואת הנסיגה:

iיש לחפש את הפתרון בצורה 

ix   זה נותן משוואה פולינומיאלית ממעלה ,n 

 פתרונות n-)משוואה אפיינית( ואם למשוואה אין ריבוי שורשים, זה מביא ל על 

njx i

ji ,,1,   .ואז הפתרון הכללי הוא צירוף לינארי של פתרונות אלה , 

 
 מה יש לנו להוסיף בנידון?

 
 כי כל פתרון מוגדר –  nי בעל מימד אוסף פתרונות של משוואת הנסיגה הוא מרחב וקטור

nxxבאופן יחיד ע''י הערכים ההתחלתיים  ,,1   כך, נבחר בתור בסיס לאוסף פתרונות .Sol 

neeאת האוסף  ,,1   שהערכים הראשוניים שלהם ניתנים ע''י הנוסחה
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SolSolfמצויד באופרטור "הזזה" Solמרחב הפתרונות  : המוגדר ע''י 

),,,(),,,( 432321  xxxxxxf . 
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)det(הוא  Aהפולינום האפייני של  AtI  ניתן לחשב אותו ע''י פיתוח לפי השורה .
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 מקבלים

nn

nn

A atatattP  



1

1

1)( . 

 זה בדיוק הפולינום האפייני של משוואת הנסיגה!
 . זה אומר כיהוא בוודאי סדרת החזקות של   הוקטור העצמי המתאים לערך עצמי 

 קיים תא ז'ורדן יחיד עם ערך עצמי זה. אולם זה לא אומר בכל מקרה לכל ערך עצמי 

כל פולינום יכול לשמש כפולינום אפייני של משוואת  –אפשרי -כי ריבוי שורשים כאן בלתי
 נסיגה.

 
 עכשיו אנחנו יכולים לקבל פתרון כללי של משוואת נסיגה במקרה של ריבוי שורשים.

 . אנחנו כבר הבנו כי צורת ז'ורדן שלdשורש של הפולינום האפייני בעל ריבוי    יהי 

ddמכילה תא ז'ורדן   Aמטריצה    בעל ערך עצמי זה נותן .d וקטורי בסיס 
dvv ,,1   11המקיימים)( vvf  1 -ו)(  iii vvvf   עבורi1. 

mהמשוואה הראשונה נותנת מיד 

mv 1 12, ועם מאמץ מסוים אפשר לקבל  m

m mv , 

1ובאופן כללי 

1
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 במקרה של משוואת נסיגה נהוג לבחור בסיס אחר ולא בסיס ז'ורדן שתיארנו זה עתה.

ניקח בחשבון כי 
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 .1kבעל מעלה  m -הוא פולינום ב 

mkkמהצורה  V-לכן אוסף וקטורים ב

m mw 1 כאשרdk ,,1 גם כן מהווה בסיס 

 . למרחב הוקטורים העצמיים המוכללים של ערך עצמי 
 
  

 
  

 
 

 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 


