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 , העתקהQלבנות מרחב וקטורי חדש  מטרתנו מרחב בו.-תת  Wמרחב וקטורי ויהי   V. יהי  1

QVלינארית  : כך שהגרעין של על , שווה ל-W עשינו פעם אחת . בניה דומה מאוד כבר 
 )אולי, בלי לשים לב על כך(. נזכיר אותה.

 
 , אפשר ללכת בשתי דרכים. בדרך הראשונהnמספר טבעי. כדי להגדיר שאריות מודולו   nיהי 

}1,0,,1{כמספרים מהקבוצה  מגדירים שאריות n  ואז מסבירים איך מחברים אותם )פעולת
כפל לא מעניינת אותנו כאן(. בדרך זו יכולנו לבחור קבוצה אחרת של מספרים, למשל, 

},1,,1{ nn  דבר יחיד שחשוב הוא שכל שארית בחילוק ב  –פעולת חיבור איתם , ולהגדיר-n 
תופיע פעם אחת. בגישה השניה אנחנו מחלקים את כל המספרים השלמים לקבוצות לפי 

מסמן את כל המספרים ה  0-כך ש –השארית, והקבוצות האלה ישחקו תפקיד של השאריות 
 , וכן הלאה.n-בחילוק ב 1ים בעלי שארית מסמן את כל המספר n ,1-מתחלקים ב

 ת מהן, מחברים את המספרים,ה, בוחרים מספר בכל אחאם עכשיו רוצים לחבר שתי קבוצות אל
 וקבוצתה של התוצאה היא התשובה.

 
QVושל העתקה  Q. ניתן עתה הגדרה של מרחב 2 : .בסגנון של הגישה השניה שהזכרנו 

 בו. Wמרחב -ותת Vנזכיר כי נתונים לנו מרחב 
Vyxמר כי שני איברים נאהגדרה.  , אם ההפרש  שקוליםyx  שייך ל-W. 

Wx)במילים אחרות, קבוצות  Wמודולו  מחלקות שקילותהם  Qאיברים של מרחב חדש   

 (. Vxכאשר 
 :Q-פעולות חיבור וכפל ב

 WyxWyWx  )()( 

 WcxWxc  )( 

 ג )=איבר( בכל אחת, לחבר את האיברים,במילים אחרות, כדי לחבר שתי מחלקות, יש לבחור נצי
 ומחלקתו של הסכום היא התוצאה.

 קל לראות כי תוצאת החיבור לא תלויה בבחירת נציג.
 

Wxx. ישנה רק דרך אחת להגדירה:  העתקה  )(כי  . ברור .העתקה לינארית 

 xכך ש Vxהוא אוסף כל האיברים  היא העתקת על. לבסוף, הגרעין של  ברור גם כי 

WKer. לפי ההגדרה,  0-שקול ל )(. 
 

WV. הסימון המקובל עבורו  Wמודולו  Vשל   מרחב מנההמרחב שבנינו נקרא  /. 
 
 דוגמאות. . 3

/0קודם כל,  VV  וגם ,VV 0/  . 
 ינת. נתבונן בדוגמה יותר מעני

nxxמרחב וקטורי עם בסיס  Vיהי  ,,1   יהי .},,{ 1 kxxSpanW   . 

 תמתואר ע''י הקואורדינאטו Vxכל וקטור 
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iiאם  ba   עבורik   לכן כל איבר במרחב מנה .WV  אפשר לתאר באופן יחיד ע''י /
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WVWV. בפרט,  dimdim/dim  . 

WVVההעתקה  /:  עבירה עמודה בקואורדינאטות אלה מ
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VWהיא "כללית" כי אם נתון זוג מרחבים וקטוריים  ודוגמה שתיארנ  תמיד אפשר , 
 נפרש ע''י קטע התחלתי שלו. W-כך ש V-לבחור בסיס ב

 
},,{קצת מטעה: אפשר לחשוב )בטעות( כי אם הדוגמה הקודמת הערה. . 4 1 kxxSpanW  ,

/},,{אזי  1 nk xxSpanWV  זה לא נכון וגם לא יכול להיות נכון: אנחנו יכולים . 

nkkלבחור שני בסיסים שונים, למשל,  xxxx ,,,,, 11   ו-  nkk yyxx ,,,,, 11  אזי . 

},,{},,{ 11 nknk yySpanxxSpan    . 

/},,{ -בכל זאת, למרות שהערה. . 5 1 nk xxSpanWV  :יש קשר הדוק בין המרחבים , 

WVVההעתקה  /:   המצומצמת על},,{: 1 nk xxSpanW  משרה איזומורפיזם , 

WVWW /~:|  . 
 
WWV, אם 5. בדומה למה שנאמר בסעיף 6  מרחב, אז הצמצום של-סכום שני תתי 

WVV /:   עלW    הוא איזומורפיזםWVWW /~:|  . 
 
 של מרחב מנה: תתכונה אוניברסאלי . הנה 7
 

VVfתהי  :   העתקה לינארית. יהיVW  המקיים מרחב -תת)( fKerW . 

VWVfאזי קיימת ויחידה העתקה לינארית  /: כך ש- VWVVff  /: ץ 
 

)()(:  fההגדרה של  xfWxf  . 
 
 מכפלה טנזורית. . 8

 נזורית.אנחנו נגדיר עתה פעולה חדשה עם מרחבים וקטוריים: מכפלה ט
WVיהיו   .שני מרחבים וקטוריים  ,

UWVfהעתקה הגדרה.  : לינארית  אם-נקראת דו 

 ),(),(),();,(),(),( yxfyxfyyxfyxfyxfyxxf  

 ),(),();,(),( yxcfcyxfyxcfycxf  

 
WVאנחנו נבנה עכשיו מרחב וקטורי     מכפלה טנזורית של(V ו- Wוהעתקה דו )-לינארית 

WVWV : העתקה . .תקיים תכונת אוניברסאליות שננסח מאוחר יותר 
 
WV הגדרה של      קצת קשה לעיכול. אנחנו נוכל לחיות איתה יותר קל אחרי שנלמד את

 וניברסאלית שלה ונעשה חישוב אחד.התכונה הא
 

 הגדרה.
)},(|,{כמרחב וקטורי הנפרש ע''י הקבוצה  Xנגדיר מרחב וקטורי  WyVxyxWV  . 

),,()(צירופים לינאריים סופיים  - Xאיברי מרחב  Fcyxc iiii  . 



הנפרש ע''י האיברים  Yמרחב -תת X -נגדיר ב
),(),(),,(),(),,(),(),(),,(),(),( yxccyxyxcycxyxyxyyxyxyxyxx 

YXWVאנחנו מגדירים  /  לכל.Xyx ),(  אנחנו מסמנים),( yxyx  כאשר 

YXX /:  .ההעתקה הטבעית 

WVWVהעתקה  :  מוגדרת ע''י הנוסחהyxyx ),(לינארית כית-. היא דו 

)()),(),(),((0למשל,   yxyxyxxyxyxyxx    כי

Yyxyxyxx   . Yלפי הגדרת   ),(),(),((
  
 התכונה האוניברסאלית.. 9

UWVfתהי  :  נארית לינארית. אזי קיימת ויחידה העתקה לי-העתקה דו

UWVf :  כך שמתקיים שוויוןff . 
   הוכחה.

UXFבאופן יחיד העתקה לינארית מגדירה  f העתקה  :  כי הקבוצהWV  

 צורה . עכשיו כל איבר מהXהיא בסיס של 
),(),(),,(),(),,(),(),(),,(),(),( yxccyxyxcycxyxyxyyxyxyxyxx  

 לינארית לפי ההנחה. לכן, לפי האוניברסאליות של-דו fכי העתקה  –  Fשייך לגרעין של 

UYXWVfמגדיר העתקה לינארית יחידה  Fמרחב מנה,   /:. 

ffהיא יחידה המקיימת את התכונה   קל לראות שהעתקה זו . 
 

 עתה ננסה לדמיין איך נראית הפעולה שהגדרנו.
 
nxxיהי  . 10 ,,1  בסיס ב-V  ואילו ,myy ,,1  בסיס ב-W . 

WVין אנחנו נבנה עתה איזומורפיזם ב  מרחב וקטורי הנפרש ע''י הקבוצה של ביטויים  לבין ה

ji yx  המימד של  )כך שבאופן אוטומטיWV  שווה ל- mn  .) נסמן זמנית את המרחב

 . U-האחרון ב
 

UWVנגדיר  : אם .  jjii ybyxax , נגדיר  ,  jiji yxbayx ),( . 

 
UWVזה מגדיר את ההעתקה   לפי התכונה האוניברסאלית :  היא מעבירה( 

yx ל-   jiji yxba  כאשר  jjii ybyxax  (. קל לראות שזה איזומורפיזם. ,

 
),( -קשר ל. 11  WVHom. 

 
mWnVיהיו   dim,dim    הן .),( WVHom    והןWV    בעלי מימדnm  זה לא .

 מקרי. מתקיים
 משפט.

),(וי בבחירת בסיס( בין קיים איזומורפיזם טבעי )=שלא תל WVHom   לביןWV . 

:),(לינארית  -נגדיר העתקה דו הוכחה. WVHomWVF   ע''י הנוסחה 

yxxyFWyV   )())(,()(  
 לפי התכונה האוניברסאלית, זה מגדיר העתקה לינארית 

),(: WVHomWVF  

),( -על כי אנחנו יודעים בסיס ב Fהעתקה  WVHom  והוא נמצא בתמונה שלF. 
 זה חייב להיות איזומורפיזם כי המרחבים בעלי אותו מימד.

 
 

 



 
 
 
 
 
 
 


