
 .מרחבים וקטוריים
 פעולות עם המרחבים.

 
 
 
 

21מרחב וקטורי,  Wשדה,   Fיהי  מרחב.-תתי.  1 ,VV מרחב ב-תתי- W. 

21 החיתוךלמה.  VV  מרחב וקטורי.)בדקו לבד!(-גם כן תת 

21עומת זאת, האיחוד ל VV  מרחב וקטורי ב-אינו תת  בדרך כלל-W. 
 

21הוכח כי תרגיל.  VV  21מרחב וקטורי רק כאשר -תת VV   12או VV  . 
 רמז: בדרך השלילה.

 

21סכום הגדרה.  VV  הוא אוסף איברים ב-W  21שניתן לרשום אותם בצורה xx  כאשר 

2211 , VxVx  . 
 

21-אנחנו חייבים לבדוק קודם כל ש VV  מרחב ב-תת-W. 

2121בדיקה:  )( cxcxxxc    – ;הקבוצה סגורה ביחס כפל בסקלר 
  
)()()()( 22112121 xxxxxxxx   עליכם עוד להבין מדוע הכתוב מוכיח את(

 הטענה(.
 
)dim(dimdim)dim(מתקיים השוויון  משפט. . 2 212121 VVVVVV  . 

 אחרי המסקנות.הוכחה תינתן 
021אם  מסקנה. . 3 VV  2121, אז dimdim)dim( VVVV . 

WVVאם  מסקנה.. 4 dimdimdim 21  21אז VV  .שונה מאפס 
 
 . הוכחת המשפט )לא מלאה, תשלימו לבד!(5

 אנחנו נציג בסיסים בכל אחד מהמרחבים ונספור בסיסים.
  נבחר בסיסkxx ,,1  21בחיתוך VV  . 

  נשלים לבסיסmk yyxx ,,,,, 11  1 -בV . 

  כמו כן נשליםix   לבסיסnk zzxx ,,,,, 11  2-בV. 

nmkאנו טוענים כי הסדרה  zzyyxx ,,,,,,,, 111  21 -היא בסיס ל VV  . 

kVVזה יוכיח את המשפט כי   )dim( 21 ,mkV 1dim  ,nkV 2dim  ,

nmkVV  )dim( 21 . 
 להוכיח את הטענה הזאת ישירות.טוב:  תרגיל

אנחנו נרשה לעצמנו להשאיר את הטענה הזאת בלי הוכחה כי יותר מאוחר נקבל את זה בדרך 
 אחרת.

 
21יהיו  סכום ישיר.. 6 ,VV טורייםשני מרחבים וק. 

21נגדיר מרחב וקטורי חדש  VV   1, סכום ישיר שלV 2 -וV :כדלקמן 

),(כקבוצה זה אוסף זוגות  21 xx  2211כאשר , VxVx  :פעולות . 

 ),(),( 2121 cxcxxxc  

 ),(),(),( 22112121 xxxxxxxx  

 קות לינאריות מעניינות:נגדיר כמה העת
 )0,()(,: 12111 xxiVVVi  



 ),0()(,: 22122 xxiVVVi  

 xyxpVVVp  ),(,: 11211 

 yyxpVVVp  ),(,: 22212 

 
mxxיהיו מימד של סכום ישיר.  ,,1  1 -בסיס בV   ואילו ,nyy ,,1  2 -בסיס בV. 

),0,(,),0,()0,,(,)0,(אזי הקבוצה  11 nm yyxx  21 -מהווה בסיס ב VV  .)הסבירו מדוע( 

2121לכן, מתקיים השוויון   dimdim)dim( VVVV . 
 

21 -העתקות לינאריות מ VV  ל- W. 

WVfיהיו  11 WVf -ו : 22 העתקות לינאריות. נגדיר העתקה לינארית  :

WVVf  ),()()(ע''י הנוסחה  :21 21 yfxfyxf   בכיוון הנגדי, אם נתונה העתקה .

WVVf לינארית  WVfהעתקות  ,:21 ii :   הנוסחאות:מוגדרות ע''י 

 ),0()(),0,()( 21 xfxfxfxf . 

WVVחד ערכית בין העתקות לינאריות   -קל לבדוק כי זה מגדיר התאמה חד   לבין 21

WVfWVfזוגות העתקות   2211 :,:(. 
 

21 -ל  W -העתקות לינאריות מ VV  . 

11יהיו  : VWf  22 -ו : VWf   העתקות לינאריות. נגדיר העתקה לינארית

21: VVWf   ע''י הנוסחה))(),(()( 21 xfxfxf   בכיוון הנגדי, אם נתונה העתקה .

:21 לינארית VVWf  , 

iiהעתקות  VWf : ה מוגדרות ע''י הנוסח))(()( xfpxf ii   כאשרii VVVp  21: 
 התאמה  ותמגדיר לבדוק כי נוסחאות אלהל כמו בסעיף הקודם, קמוגדרים כמו דלעיל. 

21ערכית בין העתקות לינאריות   -חד-חד VVW  לבין 

2211זוגות העתקות  :,:( VWfVWf . 
 
 מרחב.-קשר בין סכום ישיר לבין סכום תתי. 7

21יהיו  ,VV מרחב ב-שני תתי-W שיכון בהעתקות  . נתבונןWVf ii : המוגדרות ע''י הנוסחה( 

xxf i )(  לפי הסעיף הקודם,זה מגדיר העתקה .)WVVf   )המוגדרת ע''י הנוסחה :21

yxyxf ),(  התמונה של .)f 1מרחב -היא בדיוק הסכום של תתיV 2 -וV ב- W . 

 :fבואו נחשב את הגרעין של 

}|),{(}0,,|),{()( 2121 VVxxxyxVyVxyxfKer  

21איזומורפי לחיתוך  fהגרעין של אנחנו רואים כי  VV  . 

)dim()dim()dim()dim(מסקנה.  212121 VVVVVV . 

21 -מ fואמנם, בנינו העתקה לינארית  VV   21שתמונתה VV  והגרעין שלה 

21 VV . 
 
 מרחב ההעתקות הלינאריות.. 8

WV יהיו  שני מרחבים וקטוריים. נגדיר ,

),( WVHom 

 .W -ל V-אוסף ההעתקות הלינאריות מ – 
),( -נגדיר ב WVHom .מבנה של מרחב וקטורי 

  אםWVf :  העתקה לינארית ואםFc  ,WVcf : מוגדרת 

))(()(ע''י הנוסחה  xfcxcf . 



  אםWVgf :,  ,העתקות לינאריותWVgf   מוגדרת ע''י :

))(()()(הנוסחה   xgxfxgf . 

),(סכום וכפל בסקלר שהגדרנו מגדירות על  קל לבדוק כי פעולות WVHom  מבנה של 
 מרחב וקטורי.

 

mnנניח דוגמה.  FWFV   . אנחנו יודעים כי העתקות לינאריות מתוארות ע''י ,

),(-. קל לראות )כדאי לבדוק( כי פעולות חיבור וכפל בסקלר בnmמטריצות  WVHom 

,)(-מתאימות לפעולות ב FMat nm. 

 יש לציין כי המקרה הכללי לא שונה בהרבה מהדוגמה דלעיל.
 

nxxיהי מימד.  ,,1   בסיס ב- V  ואילו ,myy ,,1   בסיס ב- W . 

WVfקה לינארית נגדיר העת ij :  כהעתקה המעבירהjx ל- iy ושאר איברי הבסיס ,–  

 לאפס:
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),( -מהווים בסיס ב ijfנבדוק כי  WVHom אם :WVf :  המטריצה ע''י ניתנת)( ijaA  

, אז jy -ו ixבבסיסים  iikk yaxf וזה אומר בדיוק כי  )(
ki

ikik faf
,

 . כיוון שפירוק זה

 תלויים.-גם בלתי  ijfיחיד, 

WVWVHomבפרט, אנחנו מסיקים כי  dimdim),(dim . 
 
  דואלי. מרחב. 9

 הוא אוסף העתקות לינאריות V. מרחב דואלי Fמרחב וקטורי מעל  Vשדה,  Fיהי 

FVf : ,לכן .),( FVHomV סעיף הקודם, בסיס . כמו בnxx ,,1  ב- V מגדיר 

בסיס 

nxx ,,1    ע''י הנוסחהijji xx   )דלתא של קרונקר(.  )(

nVבפרט, אם  dim  אז ,nV dim. 
 רחבים וקטוריים בעלי מימד אינסופי.עבור מנציין כי הדבר מפסיק להיות נכון 

 .V -ל  V -נציין כי למרות שוויון המימדים, אין דרך קנונית להגדיר העתקה מ

 .  VV:לעומת זאת, קל להגדיר העתקה 

 הניתנת ע''י הנוסחה F -ל V -היא העתקה מ Vx .)(xואמנם, יהי 

)())(( xffx  . 

nFVאם    אוסף עמודות באורךn  נוח מאוד להציג את ,V  באורך שורות כאוסףn . 

 .xבעמודה  fהיא תוצאת כפל של שורה  Vx  ,)(xfואם  Vfאז, אם 
 
WVfתהי עתה  צמודה.  העתקה. 10 :  העתקה לינארית. אםFW : 

FWVfאז ההרכבה  W -איבר ב : איבר ב-  Vלכן, העתקה לינארית . 
 VWf ffמוגדרת ע''י הנוסחה  :    ההעתקה הצמודה. היא נקראת )(

 . f-ל

nxxאם עכשיו נבחר בסיסים  ,,1  ב-V ו- myy ,,1   ב-W   אז ניתן לרשום אתf 

,)(ע''י מטריצה  FMatA nm  בבסיסים אלה. ואילו את ההעתקה הצמודהf  ניתן לרשום

בבסיסים הדואליים 

nxx ,,1  ו-  

myy ,,1   ע''י מטריצה)(, FMatA mn. 

 מוחלפות זו לזו. A-ו Aהמטריצות משפט. 
 חישוב ישיר.הוכחה. 



),()(יהיו  ijij bAaA י הגדרה של . לפA  ,
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 . מהצד השני, )(
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n

i

ijij xayf
1

)(. 

 זה מסיים את ההוכחה.
  

 
  

 
 


