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 אופרטורים לינאריים.  גרעין ותמונה.

 
 
 

WVf. תהי  F. נקבע שדה  1 :  העתקה לינארית מעלF . 

 מוגדר כקבוצה fגרעין של 

 0)(|)(  xfVxfKer. 

)( למה. fKer של  מרחב וקטורי -הוא תת V)!בדקו לבד( . 

)(0היא חח''ע אם ורק אם  fהעתקה לינארית למה.  fKer. 

)(0חח''ע ואם  fאם  הוכחה.  xf  0(אז()( fxf  0זה גורר וx . 

)(0בכיוון הנגדי, אם  fKer  ואם)()( yfxf   אז לפי הלינאריות

0)()()(  yfxfyxf  0וזה גורר כי yx  זאת אומרתyx . 
 
)Im(תמונה  למה. . 2 f   של העתקה לינאריתf מרחב וקטורי ב-היא תת-W)!בדקו לבד( . 

Wfעל אם ורק אם  fברור כי העתקה לינארית  )Im(. 
 

mn. כדי להבין יותר טוב במה מדובר, כדאי להתבונן במקרה 3 FWFV  . אז העתקה  ,

. אזי הגרעין הוא Aלינארית ניתנת ע''י מטריצה  0| Axx זאת אומרת מרחב הפתרונות 

שעבורן יש  mFb. התמונה היא אוסף עמודות  Aשל המערכת ההומוגנית המוגדרת ע''י 
bAxת פתרון למערכ  לים אחרות, י. במ)()Im( AColf  . 

 
לפי מה שאנחנו יודעים על פתרון מערכת משוואות, המימד של הגרעין  0| Axx  שווה 

Arkn)( -ל   קראנו למספר זה מספר הפרמטרים בפתרון הכללי(.)פעם 

dim)(נה הוא לעומת זאת, מימד התמו ACol  –  קראנו למספר זה דרגת עמודות)(Ark c  של

A  כיוון שידוע כבר כי .)()( ArkArk c  מקבלים לבסוף , 

nArkSrknffKer c  )()()Im(dim)(dim. 
 אנו מתכוונים עתה לתת הוכחה אחרת לטענה זו.

 
WVfתהי משפט. . 4 :   העתקה לינארית. אזיVffKer dim)Im(dim)(dim  . 
 

 שכבר יודעים? מה טעם לחפש הוכחה נוספת לעובדה  : הערה

)()(ההוכחה שניתנה בסעיף הקודם מבססת על השוויון  ArkArk c שהוכחנו קודם 
 שג המימד )ולכן היאע''י ניתוח של שיטת גאוס. ההוכחה החדשה תהיה מבוססת על מו

הרבה יותר קונצפטואלית(. אפשר לראות בהוכחה זו דרך חדשה להוכיח את השוויון 

)()( ArkArk c. 
 
 אנחנו נבחר בסיסים בכל אחד מהמרחבים שבנידון.הוכחה. . 5

  נבחר בסיס kxx ,,1   בגרעין)( fKer . 

  נבחר בסיס lyy ,,1   בתמונה)Im( f . 

  עבור כלli ,,1  נמצא איברVzi  כך ש- ii yzf )(  – הדבר אפשרי 

)Im(כי   fyi  . 

kfKerעתה  )(dim  ,lf )Im(dim אם נבדוק כי הקבוצה  , והמשפט יוכח

 lk yyxx  ,,,,  . עלינו לבדוק שתי תכונות.W -מהווה בסיס ב 11



0הקבוצה בת''ל.  ואמנם, נניח כי  .א
11
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i ybxa  עלינו להסיק כי המקדמים . 

ji ba  : fשווים לאפס. קודם כל, נפעיל    ,
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 שווים לאפס. נתבונן שוב במשוואה המקורית. jbתלויים, המקדמים -בלתי jz -כיוון ש

0עתה היא אומרת 
1




i

k

i

i xa  0וזה גוררia  כיix תלויים.-לתיגם ב 

 
נבדוק כי  .ב lk yyxx  ,,,,  x. עלינו להציג את  Vx. יהי  V-קבוצה פורשת ב 11

jiכצירוף לינארי של  yx  .fנשתמש בטריק שעסינו בסעיף )א(: נפעיל  . ,

)()Im(האיבר  fxf   לכן ניתן להציגו כצירוף ,
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 . נתבונן עתה בהפרש)(
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. מתקיים    0)()( jj zbxfxf  לכן)( fKerx  , 

ix  ,כצירוף לינארי של  xלכן ניתן להציג את  ii xax זה לבסוף נותן . 
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 המשפט הוכח.
Im(dimdim(חח''ע אם ורק אם  fהעתקה לינארית מסקנה.  .6 fV  . 

WVfהעתקה לינארית מסקנה. .   7 :  על אם ורק אםWVfKer dimdim)(dim  . 

WVfתהי )מההוכחה(. מסקנה .   8 : העתקה לינארית. ניתן למצוא בסיסים ב-V  וב-W  

)(בעלת צורה    fכך שהמטריצה של  ijaA  כאשר 



 


otherwise

kji
aij

0

,1
 

Im(dim(במקרה זה   fk . 

מו במשפט, נבחר איברים כהוכחה. lkl zzxxyy ,,,,,,, 111  כך שix מהווים בסיס ב-

)( fKer ,ii zyf )(ו ,-iz מהווים בסיס ב- )Im( fקבוצה האחרונה לבסיס. נשלים את ה 

 . זה נותן את הבסיסים המבוקשים.W-ב
 
 אופרטורים לינאריים. . 9

WVfכל העתקה  5 כפי שראינו במשפט : לינארית נראית  פשוט יחסית אם לבחור בסיס 

 הם אותו מרחב וקטורי. במקרה fמצב משתנה כאשר המקור והיעד של . הW -וב V -מתאים ב

WVזה מחפשים בסיס אחד למרחב    בו להעתקהf  ."תהיה צורה "נוחה 
 

VVfהעתקות לינאריות   :  אופרטורים לינאריים. חקר אופרטורים לינארייםנקראות 

2dimנושא חשוב מאוד באלגברה לינארית. אנחנו נתבונן עתה במקרה  V . 
 

VVfוקטור עצמי של השונה מאפס נקרא  Vxוקטור הגדרה.  :  המתאים לערך עצמי

Fc  אםcxxf )(. 

 
 . eigenvector, ואילו וקטור עצמי   eigenvalueבאנגלית ערך עצמי נקרא 

 



VVfבואו נחפש ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים עבור   :נבחר בסיס ב .-V  באופן

 בבסיס זה. מתקיים fמטריצה של  Aשרירותי ויהי 

cxAxxcIA  0)(. 

איננה  cIAהוא וקטור עצמי עבור ערך עצמי מסוים אם ורק אם המטריצה  Fcלכן  
 נזכיר: הפיכה.
)()(מטריצה למה.  2 FMatbB ij   תאיננה הפיכה אם ורק אם שורותיה לא פרופורציונאליו 

)det(21122211זה מתקיים אם ורק אם ו bbbbB   .שווה לאפס 
 

cIABנציב  ת נקבל משוואה 
0))(( 21122211  aacaca. 

 
 . Fcזאת משוואה ריבועית עבור 

CFמעתה אנחנו מניחים כי    שני פתרונות )שוניםיש  2שדה המרוכבים. אז למשוואה ממעלה 
 . 2c-ו 1cאו זהים(. נסמן אותם 

21מקרה  cc . 1 יהיוx 2 -וx 1 וקטורים עצמיים עבורc 2-וc אלה שונים מאפס . וקטורים 

 מהווים 2x -ו 1xוהם לא יכולים להיות פרופורציונאליים כי יש להם ערכים עצמיים שונים. לכן, 

22111-בסיס. כיוון ש , cAxxcAx   האופרטור ,f  מתאים בבסיס 21, xx טריצה למ

אלכסונית 
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cccמקרה   cIA. אחת האפשרויות 21  ברורה. אך מתברר כי יש עוד אפשרות אחת. 

V ,2dimאופרטור על  f. יהי משפט Vנניח כי ל .-f  שני ערכים עצמיים 

idcf -( ושc-זהים )שווים ל   אזי קיים בסיס בו .f  ניתנת ע''י המטריצה








c

c
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1
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idcfgנסמן הוכחה.   כך של- g  כפול(. זה אומר כי  0ערך עצמי(g  לא חח''ע וגם לא

𝑔(𝑦) -כך ש Vyכך שקיים  0gעל. לפי הנחה  = 𝑥 ≠ לא  ,yx. וקטורים 0
 פרופורציונליים

מתוארת ע''י המטריצה   gבו  עצמי שונה מאפס(, לכן מהווים בסיס )כי אין ערך
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 המשוואה למציאת ערכים עצמיים עבור מטריצה כזאת נראית כך:

02  bacc 
0כדי שנקבל שני שורשים השווים לאפס, צריך להיות  ba .זה מוכיח את המשפט . 

 
 
 
 
 
 
 
  

 
 


