
 מרחבים וקטוריים.
 מרחב הנפרש ע''י קבוצת וקטורים. מרחב שורות, מרחב עמודות.-תת

 
F  ,מרחב וקטורי מעל  Vשדה,  F. יהי 1   VxxX n  ,,1  מרחב ב-. תת-V  הנפרש

},,{או  XSpan)()הסימון:  X'י )הנוצר( ע' 1 nxxSpan   הוא אוסף כל איברי )V   בעלי ייצוג

 :ixכצירוף לינארי של 

  iii xcxcVxXSpan :|)(. 

 
 .V קטורי שלתת מרחב ו XSpan)(א.  למה. . 2

WXSpan, אז ix-המכיל  את כל ה V-מרחב ב-תת Wב. אם              )(. 

,)(וגם כי אם XSpancx)(אז  XSpanx)(יש להוכיח כי אם  א.  הוכחה.    XSpanyx  

XSpanyx)(אז   נבדוק את התכונה הראשונה. אם .)(XSpanx  אזii xcx  

. אזי icעבור בחירה מסוימת של  ii xcccx גם כן אם .ii xcx  ו-ii xdy  אז 

iii xdcyx   )(. 

Wxiאם ב.                 אזWxc ii   לכלi  ולכןWxc ii . 

 
 דוגמא.. 3

,)(תהי  FMatA nm יהיו .maa ,1 שורותיה של A  נגדיר .},,{)( 1 maaSpanARows  

 .Aשורות של המרחב  – 

)(},,{, Aבאותה דרך מגדירים מרחב עמודות של  1 naaACol  כאשר ,naa ,,1   עמודות

 .  Aשל המטריצה 
 
 .ARows)(ל תכונות ש. 4

 פעולות יסוד: Aלא משתנה כאשר מפעילים על  ARows)(מרחב הדורות  -תת

 מצד שמאל. Eכפי שראינו קודם, הפעלת פעולת יסוד שקולה להכפלה במטריצת יסוד 

 אנחנו מקבלים אותן שורות )אך בסדר אחר(.  ijEצה( במקרה של פעולה )מטרי

 וזה בברור לא משנה את מרחב השורות. - -מוכפלת ב iהשורה מס'  iE)(במקרה של פעולה 

cEE)(במקרה  ij  'השורה החדשה מסi  ,ia ניתנת ע''י הנוסחא ,jii caaa זה אומר כי . 

)()(. ההכלה ARows)(מוכל במרחב  EARows)(המרחב EARowsARows  נובעת מכך 
 שפעולות יסוד הפיכות. 

 
 רות עבור מטריצה בצורת מדרגה.קל לחשב מימד של מרחב שו

kaaבצורת מדרגה, כך שהשורות  Aתהי  ,,1  01 -שונות מאפסת ו  mk aa . 

kARowsאזי  )(dim 0. הנה ההוכחה. נניח כי
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iac 01. אם ja ליהרכיב השמא 

בסכום  j-. כיוון שהרכיב הi1עבור  0ijaביותר השונה מאפס בשורה הראשונה, אז 

i

k

i

iac
1

01שווה לאפס,   c 02יכולים להוכיח באותה דרך כי . עכשיו אנחנו c .'וכו , 

 
dim)()(כמסקנה משתי הטענות דלעיל אנחנו מסיקים לבסוף כי  ArkARows . 

 
 .ACol)(תכונות של . 5
 



bAx: למערכת משוואות  ACol)(קודם כל, יש לציין תפקיד חשוב של המרחב   קיים פתרון 

 היא פתרון של המערכת אם ורק אם  x. ואמנם, העמודה AColb)(אם ורק אם 

baxax n

n 1

1. 
 

  A-בצורת מדרגה. כי אם ל A -במקרה ש ACol)(גם כאן קל למצוא את המימד של  

k  שורות השונות מאפס, המרחב)(ACol  הוא בדיוק אוסף העמודותb המקיימות 

01  mk bb   לכן, אם .A  בצורת מדרגה אז)()(dim ArkkACol   –  זהה 
 עמודות משתנה כאשל אנחנו מבצעים פעולות יסוד.למימד מרחב השורות. לצערנו, מרחב ה

dim)()(למרות זאת, עדין נכון כי  ArkACol    עבור כל מטריצהA ,כדי להוכיח זאת . 
 אנחנו נעקוב אחרי מה שקורה כשמבצעים פעולת יסוד.

 
אם ורק אם  AColb)(ת יסוד(. אזי מטריצה הפיכה )למשל, מטריצ Eתהי למה. 

)(EAColEb . 

bAxכי המשוואות  הוכחה.    ו- EbEAx   אם שקולותE .מטריצה הפיכה 
 

dim)()(משפט.  ArkACol  עבור כל מטריצה A . 

 הפיכה, Eלכן, מספיק לנו לבדוק כי אם   בצורת מדרגה.  Aהטענה כבר הוכחה עבור  הוכחה.

)(dim)(dim EAColACol   אך הלמה דלעיל גוררת כי אם .},,{ 1 kvv  בסיס ב- )(ACol 

},,{אז  1 kEvEv  בסיס  ב-)(EACol . 

0ואמנם, אם 
1
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i AvcAvc  0ואזic  כיiv .בת''ל 

)()(פורשים  ACol  ,iEv)(פורשים את  iv -וכיוון ש EAColAECol  . 
 המשפט הוכח.

 
dim)()(נציין כי כמו שקיבלנו בסעיף הקודם כי  ArkARows  אפשר היה להסיקכי , 

 מימד מרחב העמודות שווה לדרגת העמודות. לכן, אנחנו בעצם הוכחנו כי
 דרגת השורות של מטריצה שווה לדרגת עמודותיה.

 
 
 
 


